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Уваги до Ьайпегге’ового способу наближеного розвинення 
рівнань.

Л.
Візьмімо мероморфну функцію.

(1) ф(г) = Р0(г) + У
і= і 

де Р0(з) та Рі(г) е многочлени ступеня не вищого за р—1 для
р > 1 та нулі для р = 0.

Впровадьмо зазначення:
00

І=1

Отже нпр. у випадку, коли 

де
0(г) =■■ а0 + агг + «2га +

= % 4- Ьхя + +

6 ЦІЛІ функції, суми (2) Є вимірні функції ВІД сучинників «і , Ь} 
Нпр.

(&=р + 1, ^+2, ...),

я, 0, 0, 0, (?
1 Я', 0, 0, б', (})(?'

Зд- (^-1)1 <?к • 0, 0, (П6?‘, ©О"

(7)6%.. (Й)в,кЛ
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а коли
Я(^) = ^(г),

то
0, о, 0, в, &

&(г) _ (-1Х
о. 0, 0, (і)^, &*
0, ОУ (?)<?'.- (¿-і)! '

Є;1) в'. (?)<?". -

Нехай ще
п

=2^Г>
1=1

де /(г) є многочлен и-го ступеня; тоді всі суми
50(г), 8^), ад,

є вимірні функції й від з осібна

Ш =

8^) =

8&) =

Завважмо ще, що вирази

(3) Лф) =

П

ФО
Л(г) _ №)Р 

[/■(г)р

1 Ш 
п /(я)

та

(4)
[ад]‘- (ЛД + ї І[^—^)]Ь (*=0.1.2,...)  

1 — 1

є цілі функції від сум ¿¡Цг).

2.

Коли дійсні числа а, справджують умову 

Й1 + «2 + 4- йп = 0,
то, на підставі Нбкіег’ової нерівности, маємо:

¡«іІк (и-ір-чі«81к + |й3|к -ь + N4 (¿^1), 
звідки

1“>1‘ (п-ц»-»4и; [і“>Ік + І"«" + + І<]
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Отже коли х в дійсне число, а корені многочлена f(z) всі 
дійсні, то

(5) -1- - М(х) g |Ма1(г)|, 
•4/^” U

де а є довільний із тих нулів. При тім завжди можна вва­
жати, що

(6) М(х) 0

(бо в противнім разі можна f(z) заступити многочленом 
(—1)п/■(—г)). А тоді серед чисел а, в не більші від х, Нехай 
найбільше з них є а; воно справджує нерівність:

(7) о -А- - М(х) £ |М.і(®)|,
W

а тому число xt у рівності
(8) -і-- ад - |дм«)І

•V ivj

справджує умови:
а < х2 < х

(9) МЫ М(х)
Так само число х2 з рівности

(10) - МЫ = |МЯ (х)|

справджує умови:
а < а?!

(11) М(Ж2) МЫ
І т. д. Нарешті для числа х2 з рівности

(12) „ 1 ■ Міх,.,) = |М« («,_,)!
Хг-1~ Хг г-1

маемо:
а < хт < Жг-і

(13) МЫ МЫ1)
З огляду на нерівності

ж > Хі >_ х2 > > а
існує число

ß = Um хі > а, 
i=ÖO

а граничний перехід у рівності (12) дає:
M(ß) + |М1(Д)1 - X

QO



зо

звідки
/? = а.

Отож числа a?n , хг можна розглядати як ступневі 
наближення кореня а нашого многочлена, причім для досить 
великого г ріжниця хг — а є така мала, як хочемо.

Застосовуючи цей спосіб наближеного обчислення коренів 
многочлена, нема потреби вперед їх відділяти ані дбати за ста­
лість знаків функції f(x) та її похідних на певнім інтервалі, як 
це .доводиться робити нпр. у Newton’овім способі.

3.

Щоби зважити, як швидко збігається поданий процес, візь­
мімо під увагу, що, з огляду на (7),

(14) —--------М(«) = ,

до ,
0 1.

Віднявши рівність (14) від (8), дістанемо:;

0 < 7---- ------------ ї “— (х—а)(х—а\) х 71 71

або:

_ (1-^)[МаіИ|
1 } = х~а ІИ(ж)-НМяИІ

Так само

. х2—а = (*—

де
¿о * ~ ~ 1

І т. д. Нарешті

tu,-а _
(17) 0 = ~

Із рівностей (15), (16), ..., (17) дістаємо остаточно :
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Де

(18)
г -1

О < ж2 — а <Ì (ж—а)

1=0

1—ki
Жж,1

Жі^і)

lim ki — 1, lini
і=ао ¡=оо

7І/(а?і) п
М2іі(іСі) ■ ~ п — 1

Що до чисел к\, то їх легко визначити наближено з недостачею 
з рівностей

х, аі------- == к' \м^)\

добираючи числа «і менші від ¡»¡.так, щоби справджувалися 
нерівності

М («і ) < О

Легко переконатися з рівности (14) та їй подібних, що 
коли ¿і—/3=..., то

1 — кї < (Х[ — а) Р2Ь

де Р2і в певне додатне число незалежне від і; а тоді з (15), 
(16),...,(17) дістаємо :

звідки

(19)

Хі — а < (Жі-і — а)2 Р2і (І=і1, 2,...^ г)

2-1 
хг—а < Р8і (ж—а)йГ

Остання нерівність показує, що процес збігається дуже 
швидко, як що тільки число ж—а є досить мале.

Практично, провадячи обчислення з к цифрами, замісць 
того, щоб звертатися до нерівности (18) або (19), доведеться 
просто спинитися на тому наближенні ж,, що в к перших цифрах 
не відріжняється ВІД Жг+1.

4.

Цей самиії спосіб, з неістотними, відмінами, можна засто­
сувати й до обчислення нулів переступнях функцій. Обмежмося 
випадком цілої функції скінченого роду р—2, що має 
самі дійсні нулі. Тоді можна взяти
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0(г) ’
і функції 

ф(г)

(2/ > р)

можуть грати ту саму ролю, що в попередніх двох параграфах 
функції |Л/їі (я?)|.

За умови

& > о
<? (а?) =

ступневі наближення я?п я?2,.... числа а, найбільшого з нулів 
не менших від х, визначаться з рівнань:

<20> („.Лку - л 2’ • • •>;
при тім

а? > я?х > а?2 >
отже існує

Ит Хі = р > а 
і=оо

А що, як бачимо з (20),
Ііт 8аі (я;,) = оо 
і=ао

то
/? — а

Крім того маємо

(21) = к« 8 (»і-0
(Я!і — а)2і 21і-1

Де

г—1
о Л хґ — а (х — а) П (1 — кі)

При тім, коли число «і є менше від ¡Ті та справджує вимогу:

(М
6= («і)

0,
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то

к>

Збіжність способів, що їх дають формули (17) та (20), по­
ліпшується, коли збільшувати число І. Для досить великого 
І ступневі наближення стають непотрібні, і все в істоті сходить 
на т. зв. спосіб Огаеіїе наближеного розвязання рівнань; при 
тім вимога, щоб многочлен ґ(г) не мав недійсних нулів, стає 
непотрібна.

15. грудня 1928.
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