
ґур^гула Юрій (Рогатин),

Окремий випадок цикльоїдальни^ кривав 
Слидеаковата лінія.

У пошукуванні за такими величинами, які можнаби ужи
вати як співрядні точок у просторі і які булиби незалежні від 
осий співрядних, ми опираючися на підставових працях Софуса 
Ліє, визнаємо їх у про міню осціляційного кола Ä і довжині 
дуги даної кривої лінії з. Вони зовуться діфференційними інва- 
ріянтами.

Ми виведемо деякі підставові формули природної ґеометрії, 
які дають нам можність находити рівнання природні кривих ліній 
цикльоїдальних. Теорія ґеометрії природної є розбудована Е. Че- 
заром.1)

Насамперед ми можемо уявити собі такий уклад осий спів- 
рядних, якого початок лежить на кривій лінії і постійно зміняв 
своє положення. При помочи теорії векторів і розважань гра
ничних ми доходимо до формул, які дають нам звязок між спів- 
рядними природними а співрядними цего укладу осий співряд- 
них, який завжди в у руху.

§• t
Умовні ріжничкові рівнання для непорушности точки на 

площі.
Величини: OF, 00*,  О'Р є подумані у значінню векторів. 

(Фіґ. 1.)

*) E. Cesare ■- Vorles. über natürliche Geometrie. Leipzig 1901.

Точки О і О*  є дві сусідні точки одної і тої самої кривої 
лінії, оси я-сів і я'-сів є стичними цеї кривої ; оси у-онів і ^'-онів 
є нормальними (прямовісними) цеї кривої лінії.

4
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Проекційне рівняння векторів на вісь х*  звучить: 
----------------- ►

ОР/ = 00^ 4- О'Р' 
--------- .>

де: ОР «=» х 4- у

00*  = Ах + Ду

0*P¿  = (ж 4 dx)
Ми одержимо отже:
х. cosdz-hy. sindz = Ax. cosdz + Ay . sindz + x + dx 

або:
cosdz.(x — Ax) 4-sindz.(y — Ay) « x±dz

При помочи розважувань граничних ми одержимо:
Um cos dz = 1
lim sin dz — dz

Отже : x — Ax 4- у♦ dz — dz. Ay = x 4- dx
dz. Ay як величину другого порядку опускаємо.

— Ах + у . dz «= dx
Ділимо рівнання через ds.

dz dx . ті j-----з- 4- у . -з- = але : ds = R . dzds ds ds
dz 1отже: -j- = -ñds R

hm —r- — 1. ds
Ми одержимо отже взір:

dx _  у^ _ 1
ds ~ R

Проекційне рівнання векторів на вісь ^-онів звучить: ----------------- ► 
ОРУ> = 00‘, 4- <УР*  

або:
— х і sin dz 4- у . cos dz « Ax. sin dz-\-Ay. cos dz 4- у 4- dy

На підставі висше сказаного про розважування граничні 
ми маємо :

— х. dz 4- у і Ax dz 4- ày 4 у 4 dy. 
dz _ Ay dy

'ds ds ds



л dz 1— О, а -j- — -g- ds R

х
~ ~R

м
.. Ду але: hm

Ми одержуємо отже:
dy 
ds

s = дуга кривої лінії.
R = промінь осціляційного кола.

Рівнання 1) і 2) є умовні ріжничкові рівнання для непо- 
рушности точки Р на площі у випадку сукцессивної зміни 
укладу осий співрядних.

§• 2.
Точка R порушаеся на площі укладу осий співрядних

і творить нову криву лінію, якої природними співрядними є: s, R.
Лінія крива Г має рівнання: Ä =■= f(s), а лінія крива Т має 

рівннання: R = /($). 
- —

Величини: ОР*,  00і, О‘Р*  в додумані у значінню векторів, 
ду, дх є пересуненнями (Verschiebungen) точки Р на площі: 
х—у. (Фіґ. 2.)

Рівнання проекційне на вісь векторів Xі звучить: ----------------->
ОР? = ОО\ 4- О'Р? 
---------- :------------->

ОР‘ = (х + &в) + (у + ду)

ОО‘ = Дх + Ду

(УР\‘ - (х 4- dx)
Ми одержуємо отже*.  
------------------------------ > --------------------- ,-- ---------  

(а? 4- дх)*  4- (у 4- ду)і = 4- Ду*'  4- (¡в + dx)
або:
(х-)-дх). cos dz-)-(y+dy). sindz=Ax . cosdz-Ь-Ду . ein dz+x+'dx.

При помочи розважувань граничних і з поминенням вели
чин другого порядку ми одержимо:

Um cosdz = 1, lim sindt — dx
x -h dx-^(y 4- . dz === Дх + Ду . dz 4- x + dx

Лу . dx опускаємо, отже:
дх 4- у . dz = Дх 4- dx

2)
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Ціле рівнання ділимо через ds
dz __  Ах da?

ds ' ds ~~ ds ds
* dz 1 ,. Ax ,Але: -y- = ут, hm ~r~ — 1.ds R ds

Ми одержуємо: 
óx   dx   y 1
ds ~~ ds R 3)

Подібно випроваджуємо також: 
----------------------- > —------- -------- ----------->

(я + dx),*  + (У + dy)/ ~ Ах,1 + Ay,*  + (у + dy) 
або:
—(í»+ &с). sin dz+(y+dy). eos dz= — Ax.sindz+Ay. eos dz+y+dy.

При помочи розважувань граничних ми одержуємо:
— х. dz 4- dy = Ay + dy\ ділимо ціле рівнання через ds.

* $ + £;ІІЯ!$ = о.
fifí? ds ds ds

Отже:
<?У _ ¿У . £.
ds ds R }

Рівнання 3) і 4) є умовними ріжничковими рівнаннями для 
пересунень точок лінії кривої Т на площі осий співрядних: х—у.

§- 3. _
Відношення між кривою Г а Г. 

&з)* = (<М3 + (¿У)8 5)
Вставивши у рівнання 5) рівнання 3) і 4) одержимо:

"■ - -|/(1Г-» + ■)’* (£ + £)'

__ х
або: іїз — ds . х 

в = . (І8 6)

Відношення між: Лій. _
З фіґ. 2) одержимо: & dz — dz d&

або: dz = dz d&, — ділимо через 
dz dz , d& , ds

ds ds d8 ' х
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З рівнань 6) і 7) одержуємо через елімінованая з них дуги 
з загальне природне рівнання (explicite) : R = f (її).

то маємо:
ат   х

х і t а$отже: r ~ R + ds

§. 4-
Лінії кочення (Иоіікигуеп) у співрядних природних. (Фіґ. 3.) 
Крива Р є стала крива лінія (Ваєійкигуе) о природних спів

рядних Я, З, по якій котиться крива Л о природних співрядних 
зл; точка Р остав непорушною на площі кривої П, це зна

чить: вона не зміняв свойого положення зглядом цеї кривої 
лінії. В даній хвилі в точка О спільна для обох кривих ліній.

Крива лінія Г в власне лінією кочення (Коїікигуе) о спів
рядних Я, З.

Щоби найти рівнання цеї кривої лінії у природних спів
рядних, ми послугувмося рівняннями, найденими у попередних 
уступах.

Насамперед ми маємо умовні ріжничкові рівнання для не- 
порушности точки Р на площі кривої лінії II; з рівнань 1) і 2) 

тому випадку слідуючі умовні

1 8)

9)

П котиться по Г, точка Р змі
няв безустанно своє положення супроти цеї лінії. Ми одержимо 
отже умовні ріжничкові рівнання для пересунень точок лінії 
кривої Г на площі сталої лінії Г; з рівнань 3) 1 4) другого уступу 
ми одержуємо у тому випадку слідуючі умовні ріжничкові 
рівнання:

дх _ ах / у \
аз ~ ¿8 к-д/ + 1

дх _  Лу / а? \
аз ~ аз \-я/

або увільнивши рівнання від скобок ми одержимо:

першого уступу ми одержуємо у 
ріжничкові рівнання:

ах _ у___
dsi ~~ ^7
ау  ___ х_
dsi ~ Ях

Однак тому, що крива лінія
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____ = _ ___ 4- -ÎL- 
ds ds R 10)

ôy dy___ ®
ds ** ds Ü

Тому, що крива лінія П котиться по кривій Г, мусить 
бути: s = Sx, або ds = ds^

Лі dx dx dy dyОтже: -j- -ds dsx ds dsi
Тепер, ми підставляємо-рівнання 8) і 9) у рівнання 10) і 11); 

'з цего слідує: 
ÔX у ч V « __ = JL- _  14- -І- 1
ds Rk ’ R

або:

або:

бо:

12)

13)

U)

Як бачимо, то крива лінія Т повстає кінетичною дорогою; 
вона є образом руху точки Р на площі кривої І7. 

З рівнань 12) і 13) одержуємо:

дх - ds.-^ 12'

6у - - 13'
У

З ріжничкової ґеометрії беремо взір:
(<£)’ = (іу)' + (И» =(*) ’{(^)‘ + (^У}

(¿ї)> = + У')
_ 

або: ds = р гляди фіґ 3.У 
З цего одержуємо інтеґрал:

« = (у; . Й« 15)
•) у
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де сочинник: х Є
Q'

Відношення між R і R,

0 = & — 4г ; отже : d0 = d

d& 1 , sin 0 ,
"Ss = - ~R[ + — 16)

рівнання знане з природної ґеометрії. Рівнання 16) е умовне 
ріжничкове рівнання для непорушности точки Р на площі кри
вої лінії П.

На підставі рівнання 7) маємо:
х _ 1 d& 17ì

r R ds }
d& 

Вставивши у рівнання 17) з рівнання 16) вираз за ми 
одержимо :

X 1 , 1 sin 0 1 sin 0 .
Т - ~R + ~R1 ~ ~ “ V Т" }

Є 
QТому, що х = , Є = х. Q, ми можемо рівнання 18) на-

писати також у слідуючій формі:
1 = 1 __ Q• sin0
R ? Є*  '

Рівнання 15) і 18*)  є параметричні рівнання ліній кочення 
у загальному виді.

§. 5.
Тепер ми займемося лініями кривими, які носять назву 

епіцикльоїдаль них; з них візьмемо під увагу цю ґрупу 
ліній епіцикльоїдальних, які повстають тоді, коли криві лінії 
Г і П в колами о ріжних промінях: R^ = r, R = R, Точку Р 
приймаємо на обводі кола П. (Фіґ. 4.)

Точка М є своєчасно точкою стичности обох кіл, ш = кут 
кочення.

З рисунку бачимо, що МР = МРй = а, а а = 2r0 = R. <а.
Ми покористуємося формулами попередного уступу; і так 

маємо: ds = x.ds = ~.ds, де вираз за Q одержимо з рів- 

нання 14), a radius vector р виражуємо сінусом кута 0.
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I так:
о - ——v R + r

q = 2r. sin 0
ds =■ x. do

Але : о = 2r 0, do = 2r. d0, к = Д
Hi

вирази у рівнання 21), ми одержимо:
4r(_Z?4-r) . „ ,Лds = —. sin 0 . rfOЛ

19)

20)
21)

Вставивши повисші

22)

або: ds « a .sin§. rf0

рівнання, у якому а — —---- - є величиною знаною.

Ми беремо тепер під увагу рівнання 18')
1—1 Q. . sin 0

-“Зі- — -- - - . - -
R Q ?

яке пишемо у слідуючій формі:
1 р— О., sin 9 tt

-=~ = --------------£---------- io )я ₽’
Підставивши у рівнання 18“) вирази з рівнань 19) і 20), 

ми одержимо :
-н 4r (jR 4- г) . Л
R “ Д + 2г sm0 23)

або : R = b. sin 0 23')
, 4r (R 4- г)рівнання, у якому: b = —є величиною знаною.

Ріжничкове рівнання 22') дає нам по інтеґрованню сліду
юче рівнання:

$ «= а . cos 0 4- с 24)
Рівнання 23') і 24) є параметричними рівняннями лінії епі- 

цикль оїдальної Г.
Поділивши рівнання 23*)  через ¿>, а рівнання 24) через а, 

ми одержимо:

—Г- = ЗШ0 *
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Степенуючи оба рівняння і додавши їх до себе, ми одер
жимо слідуюче альґебраічне рівняння епіцикльоїдальної Г 
у природних співрядних:

+ ЗГ -- 1 26)

З рівнянь 25) і 26) ми доходимо до слідуючих зяключень; 
по перше ми зауважуємо, що для 0 = 0, R = 0, ми маємо для 
дуги s Minimum:

s s=s а + с

а для: 0 = -¡j-, R = bt ми одержуємо s — с (maximum).

Рахуючи дугу епіцикльоїдальної від її вершка (Scheitel), 

де 0 = $ — с ~ 0, ми одержимо слідуюче рівнання цеї¿і
кривої лінії:

Як бачимо рівнання 36") є схоже з рівнянням еліпси у спів- 
рядних Декарта.

Для 0 = 0, р = 0, R = 0 ми маємо острину (Spitze). 
Рахуючи дугу епіцикльоїдальної від цеї острини ми маємо: 
s = а + с = 0, отже: с = — а; тоді рівнання епіцикльої- 
дальної одержує такий вид:

(5 -к а)* 7?«
а“ 5» 26"")

Не вдяючися у дальшу дискусію ліній кривих епіцикльої- 
дальних, яка у свойому дальшому перебігу має свій окремий 
інтерес і не входить у обсяг цеї праці, — ми задержимося ще 
лиш на відношенню між слідуючими величинами : radius- 
vector-ом = р, та промінями осціляцийних кіл: R і R.

Ми маємо: р = 2r. sin &
L • Л 4r(Ä + Г . „R = b . sin 0 = —sin 0 R + 2г

або:
ö 2(Ä 4- г) О7Ч
R - R + 2r « - '*•< ’ 27)

де:
2(7? + г)" “ R + 2r 28)
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Рівнання 27) ми напишемо у іншій формі:

27-)

На підставі повищих рівнань ми одержимо слідуючі вар
тості! :
для ; Л = оо( ми маємо : fi = 2, R =? 2р

R = г, д = 4, R = 1*25.  q
R = 0, або г = °С, „ „ fi = 1, R — р
Загально ми бачимо, що: R > р.
Для кута т ми маємо рівнання: 

ds = R dr

або : di =
R

Для ліній епіцикльоїдальних ми одержимо:
— (*  ds Г а . sin 0 , ìZO*  а Г ,лт = \—г-----= ~Г \«0J д J о . згп 0 b J

28>

29)

30)

31)

рахуючи дугу епіцикльоїдальної від її вершка (Scheitel).

Отже: т' = ~. 0 4- с. о
або: г = —2г. О + 32)

§. 6.
Окремі випадки епіцикльоїдальних кривих.

Ми візьмемо під увагу три випадки, яким підлягають лінії 
епіцикльоїдальні:

випадок А) для: = г = <•« евольвента кола
„ В) „ т? = оо цикльоїда
» С) „ = 0.

Що до випадку С), то ми тут можемо відріжнити дві можли
вості!; їх розгляд буде переведений у слідуючім уступі.

Випадок А). Коло о проміни 7^ = т переходить у лінію 
пряму. Перекочуючи цю пряму по сталім колі Г (фіґ. 4) ми 
одержимо очевидно евольвенту цего кола.

Рівнання 26'-) ми пишемо в експліцитовій формі; ми ді
станемо отже:
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_ _ ¿>2 _
Д’------ 2— .8 - ~ S2.a a*

для: limr = ©о, ми маемо:

Д
j. b r nhm — = -з------ = 0

r-*oo a „_|-2
r

34)

Узгляднивши формули 34) ми дістанемо природне рівнання 
евольвенти кола як слідує:

Д2 = 2 Д . 8 35)

Очевидно, що Д = р гл. рівнання 28).
Випадок В). Коло стале Г о проміню — Р переходить у лі

нію пряму. Коло П котиться тоді по цій прямій і точка Р на 
обводі цего кола творить криву лінію, знаною в літературі під 
назвою цикльоїди.

Покористуючися взорами з попередного уступу ми одер
жимо ДЛЯ Д = оо;

Д = 2р з рівнання 28)

4^ + і)
а =--------------= 4гт1 + 2-^-

іі

b = 4г(1 + = 4г

Отже: а = b = 4г.
Підставивши вартості! за а і b у рівнання 23) і 24) ми ді

станемо:
Ä = 4г. sin 0 Ì— > 36)8 = 4г . cos 0 J 

рахуючи дугу цикльоїди від її вершка (Scheitel).
З рівнань 36) ми випроваджуємо легко природне альґебра- 

ічне рівнання цикльоїди:
Дf 4- sa = 16г2 37)
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Як бачимо, рівнання 37) є схоже з рівнянням кола у спів- 
рядних Декарта.

7 = -2- 0 + в, - 0 + 38)

бо для б = 0, ct =

§• 7.
Тепер ми беремо під увагу випадок, що В = 0, це зна

чить, що промінь кола сталого (des ruhenden Kreises) Г стре
мить до зера і це коло переходить у точку. (Фіґ. 4.)

Цей випадок становить власне головний предмет нашої 
праці.

Перш за всего, оперуючи формулами, взятими із загаль
ного трактату про лінії епіцикльоїдальні, ми доходимо до ви- 
сліду, що у тому випадку лінія епіцикльоїдальна не істнуе, 
або інакше дефінюючи, вона переходить у точку (фіґ. 5).

Бо дійсно, у тому випадку коло стале Г (фіґ. 4) перехо
дить для В = 0 у точку М. Приймивши отже початок дуги епі- 
цикльоїдальної у точці М на обводі рухомого кола Я ми з фіґ. 5 
бачимо, що при обороті цего кола довкруги точки М принята 
точка залишувся все на одному і тому самому місці, це зна
чить, що образом нашої кривої лінії в власне ця точка М.

Осередок рухомого кола П робить дорогу по обводі кола, 
якого осередком в точка М, а промінем промінь рухомого кола 
П — г.
_ На підставі рівнань 28) мусить бути для R = 0, д = 1, 
В = ç. У тому випадку В = 0, q = 0.

На основі формули: R. ш = 2г0 ми мусимо прийти до ви- 
сліду, що коли промінь сталого кола Г — R є рівний зеру, то 
також і кут 0 мусить зовсім зникнути; з цего слідує, що і 
sin 0 = 0, а також В = b . sin 0 = 0 (23'), а : s = a cos 0 = оо 
(24) ; також : р = 2г. sin 0 (20) мусить бути рівний зеру.

Для : В = 0 а = бо :
.. .. 4r(Ä -4- г)hm а = hm ——=—- =

0 0 Е

т = j = £ © + q гл. рівнання 31), 32)

а що : ds =_a • sin 0. tZ0 22'), то для R = 0, a — °°,
sin 0 = 0, R = 0, Ci = 0, b = 0,
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отже: т = оо . о неозначена форма.
На основі повисше сказаного ми приходимо до слідуючого 

твердження:
Коли промінь В сталого кола Г стремить до зера, то — 

принявши за початок дуги кривої лінії точку М, яку уважаємо 
образом здеґенерованого кола — то тоді образом цеї кривої 
лінії є власне ця точка М

Однак у тому випадку, коли ми за початок кривої лінії 
оберемо іншу точку на обводі кола II відмінну від точки М, то 
тоді образом псевдоепіцикльоїдальної лінії буде коло о про
міни: В = (фіґ. 6.)

Бо дійсно, коли обертатимемо коло П довкруги точки А/, 
то тоді точка Ро, обрана нами за початок дуги нашої кривої 
лінії Р, є завжди однаково віддалена від точки М.

На основі рівнань 28) ми дістанемо для В = 0 такі вартості!: 
2(Я4-г) . V,

11 = Л+2Г = 1; Д = {1-
З цего слідує, що коли у випадку Я = 0 ми зачнемо 

рахувати лінію епіцикльоїдальну від кождої іншої точки на об
воді кола 77, яка не накривався _з точкою М цего самого кола, 
то лінія псевдр-епіцикльоїдальна Р, яку одержимо, є колом о про
міни рівнім р, а тим самим рівнім В, як проміневи цего самого 
осціляційного кола.

§. 8.
Зовсім інакше однак представляється справа тоді, коли 

приймемо, що коло П о проміни -? т обертався само у собі, це 
значить, коли приймемо, що кожда точка цего кола виконує рух 
довкола його осередка. У випадку, коли цей осередок займає 
на площі х — у все однакове положення, а точка М лежить на 
тім колі, ми очевидно одержимо рівнання власне цего самого кола.

До цего висліду ми можемо рахунком дійти теж в цей 
спосіб:

Ми уявляємо собі загально, що коло П не лише котиться 
на підставовім колі Г, але заразом обертався „само у собі“, це 
значить, що кожда точка цего кола виконує два рухи: один рух, 
це рух оборотовий довкруги осередка цего кола, а другий рух, 
це рух кочення (rollende Bewegung). (Фіґ. 7.)
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Ми означуємо s^ дугу кола П, яка є вислідом руху кочення 
(roll. Bew.), а о дугу цего самого кола, яку отримуємо в наслідок 
руху оборотового „самого у собі“.. Підставове коло означуємо 
буквою Г, рухоме коло буквою Д а нову вислідну лінію руху 
оборотового і руху кочення буквою Г. (Фіґ. 7.)

На підставі повисше сказаного ми отримаємо отже:
8 “ \ 39)
8*  = S; -І- О J

40)

Точка Р{х,у) є нерозлучно звязана з колом П, отже му
сить бути:

= у_ _ -
сів'

&у _ Я?

Рівнання 40) є тотожні з рівняннями 1) і 2) першого уступу.

Але: ds4 = ds\ -4- da = ds 4- do 41)

З цего слідує: dx ---- 1 ) {ds 4- da)

dy —---- --  , {ds -h do)
"1

42)

Але супроти кола Г точка Р зміняє постійно своє поло
жение; в тому випадку ми покористуємося умовними ріж- 
ничковими рівняннями 3), 4) другого уступу для пересунень 
точок кривої лінії Г на площі кола Г.

І /І X И
¿в • (Й + \ Л + V . 43)

ду   dy х гл. рівн. 10), 11)
ds ds Р

Або: дх = dx -4- ( — + 1) ds

ду ~ dy - ds
44)

Покористуючися рівняннями 42) ми одержимо: 

дх==у(і + тіУа* + (Д - 

або: дх = . ds + (~---- 1) do
У \Я; /

45)
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Анальоґічно маємо:
ду = - Л. гів ~ <іо 46)

у «і
т де: 0, = д ; їда: В = о, також; <2 = <к

У відсутности руху кочення, це є для В = о, ми маємо до діла 
тоді лише з рухом оборотовим; отже: зл = 8 «« о; в тому випадку 
рівнання 45) і 46) одержують слідуючий вид:

= - І
В тому випадку отже осередок кола П займав на площі х—у 

все однакове положення. Як сказано, вислідною руху оборото- 
вого мусить бути коло. Принявши точку Р на обводі кола Л, 
ми дістанемо як вислідну руху оборотового цеї точки це саме 
коло П.

На підставі рівнання 5) третого уступу ми маємо:
(de)' = (А»)« + іу)' = (da)' [(^- - 1)’ + 48)

Ми одержимо отже:

« = 2^.2/4- Ях‘ 49)

бо: є2 — сс8 + у1.
Принявши точку Р на обводі кола П ми маємо :

Вх = т, р = 2r sin Q, у ~ q sin 0 — 2т sin8 0 (гл. фіг*. 8), 
Вставивши повисші вартости у рівнання 49), ми одержимо : 

s—sin8 О -- 2r. 2r. sin2 9 -f- r2 = § do 50)

для : о = 2r 0, do = 2т dQ
тоді : 8 = 2r j d 0 = 2t 0 + C 51)

Рівнання 51) власне і є рівнанням кола П у співрядних 
природних. (Фіґ. 8.)

У параметричнім представленню маємо два рівнання кола: 
у = 2т sin2®
х — r . sin 2 0
я*  + З/8 = Ра =*  4г8. згм80.
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§• 9.
В уступі семім ми показали, що у випадку Е = О, коло П 

обертався довкруги точки М (фп*.  5 і 6) і точка Ро на обводі 
цего кола творить нове коло Г о промін» = $»; у випадку, 
коли Ро накривався з точкою Л/, коло Г переходить у тую саму 
точку М,

Тепер ми приймемо, шо не лише коло П обертався довкруги 
точки М, але і точка Ро обертався довкруги осередка цего 
кола ГІ (фіґ. 9). Іншими словами, Коло П обертався „само у собі“, 
це в: точка Ро обертався довкруги осередка цего кола з такою 
самою скоро стю, що пряма М0‘ довкруги точки М. Це значить, 
що кут обороту (О в для кождого положення цего кола рівний 
кутови осередочному кола Г' о проміни = г, по обводі якого 
порушаєся осередок оборотового кола. Цей осередочний кут чи
слимо від додатного напряму оси г/-онів підставового укладу 
осий співрядних х—у.

Навязуючи до попередник розважувань в уступах першім 
і другім цеї праці, ми беремо насамперед під увагу два уклади 
осий співрядних; один із них, означений римською цифрою (І), 
.це кождочасний уклад осий співрядних, якого початок лежить 
у точці 0і. Початок другого укладу осий співрядних лежить 
у точці М, а вісь і/-онів є для обох системів спільною. Супроти 
кола Г*  точка Р постійно зміняв своє положення на площі. 
Покористуючися отже укладом (І), ми дістанемо слідуючі умовні 
ріжничкові рівнаняя (з рівнань 3 і 4 другого уступу):

дх _ <іх і і
€І8 ~ СІЯ В
ду _ &у жі 52)
(І8 ~ ¿8 И

дх, ду — є пересуненнями точки Р на площі х*  — у‘.
Точка Р лежить на обводі кола 77, отже ми одержимо для 

непорушности цеї точки на площі названого кола слідуючі 
умовні ріжничкові рівнання:

_ Уї _ і
Д 53)

ау _  _ І
¿з Р І

Рівнання 53) одержуємо з рівнань 1) і 2) першого уступу. 
^2» Уз ” належать до укладу осий співрядних, означеного рим
скою цифрою (П).
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А що: R ~ r, то з фіґ. 9 одержуємо:
- г (1 2. sin9^)

О • а ф у*  = 2r . згп9
О

2ф 54)

П ■ Ф Ф . 2фх3 >• 2г. згп 5 . соз ~ = г. sin 3 3 О

Отже : «і = ìp2 = г. sin ;
О

Вставивши рівнання 53) у рівнаннє 52), одержимо:
òx У% -, Уі -, 1 / »= w — 1 — + 1 = - (?/2 — Уі)ds R R r ^1Z

Зу __ 2х 
ds ~ г

Вставивши рівнання 54) у рівнання 55), дістанемо:
у2 — Уі = 2г. sin9 — т -+- 2r . sin9О о

55)

Отже : = 4 sin2 ? — 1
, ds З

òy « • 2ф . . ф ф= — 2 sin — 4 . sin^. cos ds 3 3 3
56)

Для елементу дуги нової кривої лінії, яку в описаний 
висше .спосіб одержано, маємо слідуючий вираз із ріжничкової 
Геометрії (гл. рівн. 5 з третого уступу):

d? * у (<5ж)2 + (òy)9 51)

З рівнань 56) маємо:
дх = (4 sin9 ~ — 1). ds Ì

56-) « . ф ф . Іду = — 4. згп .cos . ds

з фіґ. 9 відчитуємо : s — г. ы = г ~ 58)

З цего слідує: (óx)9 + (óy)9 = 16. sin*  {0 — 8 sin9 + 1 +

3

+ 16 sin9 (l) - -«■ Q]
5
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або : (М2 4- (0уГ = 8 . sin2 4- 1 59)

59) вставляемо у 57):
ds = |/8

Отже: $ = _г С і/ 8. sin2 (+ 1. dtp 60)
З J V V З/

Рівнанне 60) є параметричне рівнанне для дуги 5 нової 
кривої лінії, яку в цей спосіб одержуємо і яку з огляду на її 
форму і подібність до Паскалевої лінії назвемо лінією сли- 
маковатою.

§• ю.
Конструкція і дискусія слимаковатої лінії у співрядних 

Декарта (фіґ. 10).
З фіґ. 9 дістаємо слідуючі відношення:

З , <р ш
? = 2Ш’ або: з =

Полярне рівнання (РоІа^ІеісЬш^) слимаковатої лінії звучить:

61)л . <Р р = 2r . згп О
В параметричнім представленню маємо:

Ж = р С08(р
у = р sin (р

також : х2 4- у2 = р2 = 4г8 sin2

або: х = 2г ■ <Р згп 3 cos<p

У — 2г ■ Ф згп О sin <р

62)

62')

Конструкція слимаковатої лінії.
До конструкції слимаковатої- лінії ми послугуємося поляр- 

ними рівняннями : р = 2г. згп , або : р = 2r. згп ; ми кла-
* о Л

демо т = 1 і шукаємо для ріжних вартостий за „ш“ відповідних 
Mradius-vector“-iB = р. В цей спосіб ми можемо уложити на примір

таку табличку для т = 1. р = 2 . згп <р — w 4- « ;
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від (й6 =- 180° до а) = 360° іде слимаковата лінія симетрально. 
(У фіґ. 10 ми узяли г = 2'5 cm.)

для: W, = 30°, Фі = 45°, ₽1 = 050764,
d)2 = 60°, <p2 = 90», e2 = i,
dij = 90°, qp3 = 135°, €>3 = 1’41422,
d)4 = 120°, <Pi == 180», = 1’73206,
d>5 = 150°, qp5 — 225°, ft = 1’93186,
си6 =» 180°, gp6 = 270°, Pe = 2,

Дискусія слимаковатої лінії:
Ми беремо під увагу рівняння 62). 

dx = — (*  • sin gp. dtp + cos <p ,d$, dtp ì 
dy = p . cos <p, dq> 4- sin q> .dQ .dtp j

_ , dy о . cos ф -H sin <p . do іОтже : у * = =  -------- -r-------—,—- 1 64)v dx COS (p , dg — Q , sin <p j 7
* n ■ Ф j 2 <Pj P , ф ,Але : q = 2r. sin dy = . r. cos dtp = ~. ctg 5 dtp d ó d d d

< ■ 1 , Фp cos (p 4- sin gp £ ctg
З nero слідує : y‘ —---------- j--------------------------------

cos q> -¡z q ctg sin <pd d
„ . tp . <p3 COS (p Sin 7j + Sin (p . cos

або: y‘= --------------------------------------- - 65)
<p o • • q>cos (p cos — 3 . sin (p . sin — d d

■a) Maxima і Minima.
З 4- tg <p . cotg 

Для у* = 0 маємо : у* = —--------- -------- 65')
cotg ^ — S.tgtp

Отже мусить бути : 3 4- tg <р. cotg ~ = 0О

або : 3 . tg tg <р = 0Ó

з tg І - tg‘ (І)
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З цего слідує:

3-9 tg‘ (0 = tg2 (0 - З 
х OZ х о/

270° — 0,
™-о,
о

270 _
З “

270® = - 1.

Отже: tg - = ± |/ | =± 07746 =■ tg (ji —

= 113а 17у 04-5“
yt = 66° 42' 55*5"

Слимаковата лінія має отже два maxim-a, де у*  = 0, tgx = 0 ; 
ці дві точки мають супроти оси ?/-онів симетральне положення.

Але : у*  — 0 також тоді, коли у формулі 65) чисельник є 
рівний зеру.

Отже : 3 . cos . sin ? + sin у . cos ? = 0
О О

оба члени цего рівнання мусять бути рівні зеру ; це стався тоді, 
коли у — 270°, бо дійсно, cos

cos

sin

sin
Для у — 270°, ордината у осягав своє minimum ; ми маємо : 

о . у у = 2г згп з згп у 
для : у = 270°, у == утіп — - 2т

у » 90°, у — т = гл. формули: 61, 62'.
у*  —• 0 також для: у = 0 і для у — 540°, це значить, що 
у точці М вісь ¡г-сів в стичною кривої лінії (дві стичні накри
ваються).

Ми ще завважуємо, що для: у « 90°, ід т = у*  = —
О

_ 1/3 _ —а для : у — 450°, tg т = 4- —Q- , отже : т — 30°, згл. : т = 150®.
о

Точка Pt є подвійною точкою (Doppelpunkt) і крива лінія 
мав в тій точці дві стичні.

Слимаковата лінія має 4 особливі точки, для яких : 
У' = Т = оо, це є такі точки, у яких стичні ідуть рівнобіжно 
до оси у-ояів.
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З рівнання 65') одержуємо:
соЛ? ? — 3 tg р = О

О

або: tg* - 4 tg*  0
V о/ \ О/ О

Рівнання 66) є рівнанням 4-ої степеня.
З цего слідує : ^^ = ±|/2±|/~

66)

67)

/?) Промінь осціляційного кола слимаковатої 
лінії.

І. Особливий випадок: р =
¿1

Покористуємося формулами 61) і 62) 
х = р cos ф 
у = р sin р 

р = 2r sin О 
dx — — р. sin gp. сї (¡р + cos р . d р 
dy = р . cos р ,dp + sin ф . rfp 
, 2r р , dр = -л cos a dp

для : p = rfp = Цр d p, p = r, ci’p = — dtp*

T V 3 dx — — r . d p, dy = —у d po
d*x  = — p cos tp dtp*  — 2 sin <p dtp iZp 4- cos p
d*y  = — p sin p dtp*  4- 2 cos p dtp d$ + sin tp

для : tp = d*x  = — 2 dtp d$
d*y  == — p . dp8 4- d*p

л ,8 2гуЇЇ , йабо : d*x  =------- d tp*o
d*y  — — r dp*  — ~ dp*

dx . d*y  — dy . d*x  V- • ri • + f • • ^Ф’
У =--------- W--------  = ' _ r*  d^

^_^==^==_Hi3 = _V3
У — 9r, У — dx 3r з

62)

61)

d*y  
rf’p

n 
для Ф = 2 :
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(1 + y^’h |/ (1+g) 9r 7-уз
R =------r----- = ------------ 16---------- = ~2~ 69)

або : R = r cos 30° 69')

З рівняння 68) слідує, що для: <? — ?, т=150°.

Твердженнє: Стична у точці Р2 для <р = ~ перетинав 

криву лінію на оси х-сів в точці (фіґ. 10). Друга стична пе
ретинав цю саму криву лінію по другому боці оси #-онів теж 
на оси ж-сів ; вісь ?/-онів в для обох точок пересічи осию симетрії.

Доказ: У трикутнику рівнобічнім^МО*Р 2 висота Р2Ь є 
рівна проміневи осціляцийного кола R для точки Р8 слимако- 
ватої лінії (фіґ. 10).

Для <р = 360°, х — (> — 2г. sin = 2r . sin 60° = г УЗ

- r V3отже : tang г = - -- - = -—.У ?*УЗ З
З рівняння 68) маємо : для <р = -

— у З — —tang і = — або : tang т = — tg (180 — т') О
Також : -=£ МР2 NM
А що : МР% L = 30°, то також

< Ps NM = 30°

отже : tg 30° = Xj- = tg т' ; т' = 30°
Ó 

а : = 150°.

Нота: Формулу 69) ми можемо одержати також в сліду
ючий спосіб:
„_  dx . d2y — dy . d2x _  p . dtp (pdtp2 — c?2p) 4- dp . 2dp . dtp

V (dx)3 — p3 dy3
„_ p2 . dtp3 — p . dtp . d2p 4- 2dp2 . dtp

отже: y------------

<14- [ 1 + ( )П '-Є
(1 + у a) і* _ ______ L . dtp/ J y

y“ p2d<p3 — p . dtp . d2p + 2 dp2. dtp
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(12 . е8)3/і
27 (₽» + |₽»+ 0

або: д = 3.Р УІ2= УЗ
12 * 2

О . <р пЄ=*2г  згп^ для: <р=2,е = г

Отже: В = т= т соз 30°, 

мулах 69, 69'.

цей самий вислід, що у фор-

II. Загальний випадок:

70)

о . 1 1З . соз ф згп о ф 4- згп ф . соз ~ ф . о о '
у =-------- ~л:-------

соз ф . созф — 3 . згп фО
(Іу‘ 1 / Л ( 1^ = _р(со,у з

. 1 згп-х фО *

В-у гл. форм. 65)

4- СОЗ у ф . СОЗ ф — ЗІП ф . -Я . згп о о

1 0-1
соз з <р — 3 ■ згп у . згп ф 4-

1 . о , 1.13 ф) -- В (- соз ф . з згп -§ф —

— С08 у ф • зіп 9? — 3 . ЗІП ф . -н . СОЗ -5 ф — 3 . ЗІП -5 ф С08 ф) О О О т о т

Або: — -т*  < А (2 соз ф . соз ^ф — . зіп ф . зіп ф) 4а,ф Аа І Зт З З т
, о /о • 1 , 10 . 1 Л+ В (2 згп ф . соз о ф + у згп ф . соз ф) ?

¿5 о о }

А 4- Вп (іу‘ А.С+В.Б -(іф^п(іф
Отже: -±- = ------- --------- = ------ —ут——~ 71)аф А* А^ '
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А, В, C, D б функціями g>.
. 1 o . 1A = cos gp. cos ■;,<? — 3 sin <p . sin -s ф ¿5 O

В = 3 cos qp. sin gp + sin gp. cos <p o o
~ o 1 10 . 1 dBC = 2 cos gp. cos <p — -g- sin <p . sin <p =

. 1 10 . 1 dAD = 2 . sin <p . cos g <jp + -g- sin у . cos <p = —
o ■ 1x = 2r . sm o qp. cos <p

3
, 2rax ==->з

отже:

1 1 2r(cos qp. cos -5 ф — 3 . sin -5 (p . sin <p) = -5- A . dtp Q О O
_ З (Л . ¿7 + В . ¿>) t _B,

y 2r .A*  ’ J A'
P (1 + _ 2r(A‘+ B>)%

у" ~ 3 (AC + BB)
3

Окремі випадки: для: <p = 90°, A = —

B= + 1^, C= -“,/>= + УЗ;

73)

74)

s *K6)  * (I))'
■(1 Ї + ЧМ

= = r . cos 30°&

Для: <p = 0°, A = + 1, B = 0, C= + 2, Z> = 0, #=-£; 
o

П A 1 D n . _ 5УЗДля : (p = л, A = — g, В =---- C = — 1, D =------1—

-б ^j/7
R~ 12 ‘

Для: gp = 2я, A = -i B = + C= - 1, D - + 
л Z o

R = ~L2"’

Для: <p = (270°), A = + З, В = 0, C= + D = 0,£ o
9
5* r.



73

у) Дуга слимаковатої лінії.

ds = dx pl + у*2 75)
, В , 2г А , але : у*  = —, dx = —g— . agp

Отже: s = f І/ 1 + . dtp = f УА2 + В2 dtp
J F .А О O J

(7=0.
Але:

A2 = cos2 tp. cos2-^tp + 9 sin2tp. sin2^tp — 6. cos gp. cos^. sin tp . sin^
O 3 3 3

B2 = $cos2tp. sin2^tp + sin2g). cos2±tp 4- 6. costp. sin^tp. sintp. cos^tp
* о З 3 о '

Отже: А2 + В2 — 9 sin2 — tp + cos2 tp = 8 . sin2— tp + 1, О О З
З цего слідує:

1
З5 = 8 sin1 gp + 1. dtp 76)

Як бачимо, рівнанне 76) є тотожне з рівнанням 60) попе- 
редного уступу.

ò) Параметричне представление слимаковатої 
лінії для природних співрядних.

Рівнання 74) звучить: -= 2г (А2 + В2)^
3(AC+BD)

Підставивши у цьому рівнанню за А, В, С, D їх вирази 
з рівнань 72), ми одержимо:

також :

(8 sin1 J <р + 1) Іг 
М—і— 

(4 sin2 <р + 1) О
s = f І/ 8 sin2 і <р + 1 . dtp 

О J F

77)

Рівнання 77) є параметричними рівняннями слимаковатої 
лінії для природних співрядних.

Інтеґрал j |/ 8 sin2 і tp + 1 . dtp є інтеґралом еліптичним.
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е) Еволюта слимаковатої лінії.
Параметричні рівнання для еволюти слимаковатої 

у співрядниі Декарта звучать:

£ = 2г (sin . cos <р — В, К)
О

ri = 2r (sin sin у 4- А К)

де: А, В К в функціями у.

8 sin2 ф 4- 1
к---------------L---------

6 (4 sin2 -к у 4- 1)
О

або :
(3-Д)!/з 

6 . т^ї/4 sin3^- 4- 1

Напр. для: = 0, х = у — 0
ми маємо: А = 4- 1, В = 0, К = 4- 4-

лінії

78}

79)

79')

£ = 0, у = = R гл. стр. 72.О
для: ф = 90°, х = 0, у = т

л з „ , va’ „ , іми маємо: А ----- — —, 5=4- , К = 4- -т-
4

& гУЗ Зг . . .§ =----- , у = г — це і співрядн*

точки L у фіґ. 10.
Як бачимо, будова рівнань 78) у дечому подібна до pi- 

внань 62') для слимаковатої лінії.
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Фіґ. 2.

ФІЇ. 1.
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Фіґ. 4.

Фіґ. 3.
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Фіг. 7. Фіг. 8.

Фіґ. 5. Фіґ. 6.
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Фіґ. 10.

Фіґ. 9.


