
Мирон Зарицький.

Похідна і когеренція абстрактної множини.
В теорії точкових множин означується деякі операції, на 

основі яких кождій множині А відповідають однозначно инші 
множини. Так н. пр. кождій множині А при порядкову ється її 
похідну Ла, її замкнення (fermenture, abgeschlossene Hülle). А1 2 *, 
н обмеження (frontiere, Begrenzung) A{, її беріг (bord, Rand) A\ 
її середовину (l’interieur, das Innere der Menge) A\ та її коге- 
ренцію А*.

9 М. Fréchet î Thèse. Paris 1905.
2) F. Riesz: Stetigkeit und abstrakte Mengenlehre. Atti del IV, Congresso

internationali dei Matematici, Roma 1908.

Кромі cero досліджується там деякі особливі множини, що 
мають якісь особливі властивости, як н. пр. замкнені (fermé, ab
geschlossen), розімкненні (ouvert, offen), густі (dense, dicht), бе
регові (ensemble frontière, Randmengen), та ізольовані (isolé, iso
liert) множини.

Тому, що оба роди наведених особливих множин є дуже 
важні в теорії точкових множин, давно вже досліджували учені 
їх основні властивости. При тому від часу появи дисертації проф. 
Fréchet вибирається одну із особливих припорядкованих мно
жині А множин як основне поняття теорії, означується його 
істотні властивости при помочі кількох незалежних аксіомів, із 
сих аксіомів висновується инші властивости вибраного основного 
поняття, при його допомозі означується инші основні поняття 
і висновується їх властивости і так повстає теорія абстрактних 
множин, себто теорія множин, що не мають ніякої означеної 
якости, та про які знаємо лише се, що нам про одну якусь ви
конувану на них операцію каже основний уклад аксіомів.

Поняття граничної точки точкового поступу було основним 
поняттям в першій праці проф. Fréchet1). Проф. Riesz8) прослі- 
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джував поняття точки скупчення множини, а проф. Hausdorff1) 
поняття оточення точки. Проф. Куратовскі2) вибрав поняття зам
кнення множини, а проф. Серпіньскі5) поняття похідної множини 
як основне поняття теорії абстрактних множин.

В IX томі журналу Fundamenta mathematiene4) прослідив 
я загальні Прикмети наступних основних понять топології: „збір 
околишніх точок“ (F extérier), „збір середових точок“ (Г intérieur), 
обмеження (la frontière) і беріг (le bord). В журналі Transactions 
of the American Mathematical-Society подав я недавно загальні 
властивості! поняття когеренції.

В 1 § отсеї праці про слід жую деякі загальні властивости 
поняття похідної множини. Сі властивости висновую з укладу 
чотирох аксіомів, які подав в згаданій вже праці проф. Кура
товскі6).

В 2 § подаю властивости поняття когеренції і показую, як 
можна при помочі cero поняття означити инші основні поняття 
Теорії абстрактних множич7).

§ І-
1. Означім поняття похідної множини А' наступними чо- 

тирома формулами:
h: (А+5)а « +

Щ: = G
ЛІа: 0а = О

IVd: 4ad і
Літерою G зазначу» простір, у якому є уміщені всі обго

ворювані множини, множину без елементів зазнаную через О, 
Символ А*  значить доповненню множини; А : Ае = С — А. Замість 
-------------- .—— с

') F, Hausdorff: Grundzüge der Mengenlehre: 1914.
5) C. Kuratowski: Sur Iі Operation A d’Analysis Situs. Fundam. MatluJIL 

H! ?) Sierpjnski; La nation de dérivée comme base d'une théorie des en
sembles abstraits. Mathematische Annajen. 07. 1926.

*) M. Zarycki: Quelques notions fondamentales d'Analysis Situs au point 
de vue de 1’Algèbre de la Logique. Fund. Math. IX.

6) M-. Zarycki: Àllgemeine Eigenschaften der Cantorschen Kohârenzen, Trans
actions ,of the Americ. Mathem. Society, 1928.

6) Більшу дасть властивостей найшов проф, Куратовскі, але досі-не 
оголосив їх друком.

7) Деякі висновки про когеренцію (без доказів) подав я в рефераті на 
І. польськім-математичнім конгресі у Львові. (1927). Протоколи cero конгресу 
ще не видруковані.



249

(Ла)а пишу Лаа. Символом А с В або А --*■  В зазначую, що мно
жина А є частію мнджини В.

2. Тепер на основі Id — IVd докажу наступні теореми:
ld: коли А < Bt то Ла < Bd
2d: (ЛЯ)а с ЛаБа
3d: ЛаВас с (Л^)4
4d: Лас с Лса
0j ‘ ^dcdcdcd __ ^dcd
Докази теорем ld — 5di- '

ld: Коли А с В, то l?d = Ла+ jBd (Id), отжё Ad c Bd.
2d: 3 формул AB c A і AB c В виходить:

(AB)A c Ad і (Л2?)а с Bd (ld), отже:
(Л5)а с AdBd

3d: Згідно з законами альгебричної логіки маємо:
А с АВ“+ В, отже:

А*  с (ЛВс4-5)а = (ДВс)а 4-Ва (ld, Id).
Коли обі сторони останньої реляції помножимо через В&с, ді
станемо :

AdBdc с (ЛБс)а J5dc + Ba£dc = (AB(")Bd'' с (Л#С)(І. 
4d: 3 ідентичності!: Ліс = СЛас виходить:

Л^^СМ110, (На) 
отже: Лас с (С4с)а = Aed (3d), 

5d: 3 формул 4d і IVd дістаємо:
Лас,іс с ласса __ лаа сла, от35ке на основі ld і IVd: 

Ласаса с лаа с отже також: 
4ас с лас4са і на основі формули. ld:

Ла°а С ^.dcdcdcd 00
З другої сторони з формул 4d і IVd виходить, що: 

^dcdcdc ^dcdccd . ^dcdd ^.dcd
а дальше з формул ld і IVd:

^dcdcdcd Л'4 odd с ^dcd 
формули (а) і (/?) разом взязі дають теорему 5d.

3. При помочі аксіом Id — IVd і теорем ld —  5() докажемо 
тепер реляції зазначені в наступних таблицях:

*

<tdc cd'4c cdddc;
л > Л * Л —► •••

cdcd
Л.• cad...c . cdcdcdc /Л Л ч fljcdcd . ddd„.А —* А - *V dcdcЛ

лdd ddd .d
• • • Л Л * л (?f)
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, йса ч <4 \¿с ¿¿а ¿сі. .с (ІсіІсДс / * ссіссіссі . с<1й<1А -> А -*  А -> -• А -> А ч А -► А -*■  ■ • •м і сіс<Іс цА /

...4ЇЇ4І4'а
Наперед докажу, що коли: А с В то: АсЛс < Ваіс. (у) 
Доказ: коли А с В, то Вс с Аа і 5еа с 4са (ІД 

отже: 4сас с Всіс.
Тепер докажу по черзі правдивість всіх реляцій, що мі

стяться в таблиці (Ті):.
1) Т) 4°ае <;

Д.) 4саас с 4сас(і (4,)
Отже: 4са<=ас с ^саа с _^са (іу^

4сасаса с ^саа с ¿са іуд 
А°ас с ^сасаеас

2) Т.) А сасасЗс £ ^саса 
дд ^дсасаа.с с ^дсасаса

^сасасас с ^сасаа с _дсаса (ГУа)
3) Т.) А сасасас с ^аса

Д.) Маємо: Лас с Аай (4г)
^а«а ґ ^саа < ^еа руд а на основі тео

реми (у): ^аоасас с ^сасас>
Остання реляція є правдива для кождої множини, отже 

і для множини Ас, отже дістаємо:
ууасісас £ ^асас

4) Т ) < Аасас
Д.) З доказаної вже реляції Леае с Ласас 1), 3) 

виходить що: Лсаса с лас,1са (ІД
5) Т.) Ласас < Ласаса

Д.) Маємо: Лсасасас с Лсаса, отже коли ту замість А по
ложимо Лс, дістаємо:

^аоасас с ^аса | дальше:
_дасас с ^асаса

6) Т.) ласасл С 4а
Д.) 4асас с 4асса с 4аа < 4а <4а, ІУа) 

Ласаса с Лаа с Ла (1а> іуд
Тепер мусимо доказати правдивість двох важних формул' 

т??) ^сЗсва ■ ~ ^сасі
п) 4асаа = 4аса.

Доказ: Маємо: 4**в<?сае. с ^саса 2)
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^cdcdcdcd (■ Д с dcdd (ld)
отже: Дс4с4 c д^асаа, g0 згідН0 з теоремою 5d маемо:

^cdcdcdcd __ Д cd cd
З другої сторони маемо: 4cdcdd c Дсйс,і (IVd).
Формули: Дс4с4 с j4cdcdd і Дс<1с44 с До4с4 дають теорему (т).
Теорему (п) дістанемо з теореми (ш), коли замість А поло

жимо там Дс.
Тепер можемо доказати нову теорему:

(р): даа...сас   с d с
Доказ: Д4«4«4 с АА (6)

а через многократно приложения теореми (п) дістаємо:
^dcdcd £ ^dd...

а дальше: Дdcdcdcdc с Да...cdc (у)
(1’): дасас с да..,сас (5^

З другої сторони маємо: с Ad (IVd)
отже:
(2’): Д44--сас с дасас

Реляції (Г) і (2’) дають теорему (р).
Тепер легко вже можна доказати наступні формули:

(г)' Д44.*« 4 _ дасл
(в’)* Д с а а... с а __ д с а с а
(¿у*  ^еаа.,.сас — дсасас

Докажемо тепер реляцію:
7) Т.) Дс4с с Дс44---с с Дсасасас

Д) дсаа... с Дс4( отже: 
Дсвс дсаа...с

Дальше: Дс4сас4 с дса де)
а також: Дсас4с4 с ^саа„. цд (и)
0ТЖЄ*  Дсаа...с ^сасбсас

8) Т.) Д4с4<=4 с Д44 с д4,
Д.) Коли в формулі 7) замість А положимо Лс, дістанемо: 

даа...с £ ^асасас
отже також: д4^4«'14 с д44 ■

Реляція: д44 -- с Д4 виходить з (ІУа).
Так доказали’ми всі реляції, що містяться у таблиці (7^). 

Реляції поміщені в таблиці (Т8) дістанемо, коли в таблиці (Тг) 
підставимо всюди Дс замість Д.

4. Зазнанім тепер знаком Аа множину, що повстала з мно
жини А через приложення до неї скінченого числа операції 
Да і Дс у довільнім порядку. Так отже покажчик <г зазначує 
скінчений поступ, що його елементами е літери (1 і с.
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Докажемо тепер наступні твердження:
I. Для загальної множини А всі множини типу Аа, що мі

стяться у таблицях (Ті) і (Т2) в ріжні (нема між ними двох мно
жин ідентичних).

II. Ніякі инші реляції типу Affl с Аа  не є правдиві для ні
яких Сі і аа (взятих із наведених таблиць) крім сих реляцій, що 
їх находимо у таблицях.

*

III. Кожда множина типу А0 в ідентична з одною з мно
жин, що є поміщені в таблицях (7J і (Т2). Правдивість твер
дження III. виходить з теорем (5d), т) п) r) s) і t).

Щоби доказати теореми І і II треба сконструувати таку мно
жину М, що має наступні властивости:

1) Коли о\ і о2 е двома ріжними покажчиками, що їх можна 
найти в таблицях (Ті) і (Т2), то все є:

2) Коли tfj і Uj є двома ріжними покажчиками, що нахо
дяться у таблицях, то ніякі реляції типу М с (ані с Л^) 
не є правдиві, крім сих, що є вписані у таблицях.

Подамо тепер конструкцію такої множини.
Нехай простором С буде збір дійсних чисел відтинка : 0 z ж Z1.

АТ = множина дійсних чисел відтинка: 0Z« < 1,
А2 = вимірних „ 2/æ<3,

А3 = чисел : х = 5 ——, п == 1,2,3,...З п > ’
Л = відтинків: 7 - -1 < х < 7 — ,

п = 1,2, 3,...
Аь — „ дійсних чисел відтинка : 7 < х Z. 8,
А6 = довільна добре упорякована (bien ordonné) множина типу 

сі>" чисел положених на відтинку : 8 < х < 9,
А7 = ріжниця між множиною чисел відтинка: 9ZæZ. 10 і до

вільною добре упорядкованою множиною типу чисел 
положених на сім. відтинку.

Коли означимо тепер похідну Як множину точок скупчення, 
1:'Ґ" А " ■ 7

то легко можна йровфйти, іііо множина М = має обі 
пя=*1-  

властивосте 1) і 2).
5. Означимо тепер! при помочі поняття похідної найваж- 

нійші поняття топології.
Множину А називаємо замкненою; йоли: с А.
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Множину А називаємо у собі густою;. (dense en soi), коли: 
А С Ал. «Я-

Множину А називаємо завершеною (parfait), коли : А — А\ 
Множину А називаємо ізол^овasolisele), коли: АА с Ас.
Множину А називаєм^розімкненню (ouvert), коли: А с Acd0.
Множину А називаємо всюдаогустою (partout dense), коли: 

Ad = а
Множину А називаємо береговою (ensemble frontière), коли: 

Acdc = 0.
Множину А називаємо негустою (non dense), коли: Л3с<ІС=0.
Через відповідні операції можна з кождої множини А ді

стати инші множини, що є функціями сеї множини. Подаю озна
чення найважнійших із таких функій:

Множину А*  = 4.4cdc називаємо середовиною * (intérieur) 
множини А.

Множину Af => 4 Acd + Ac4d називаємо обмеженнєм (fron
tière) множини А,

Множину Ль = 44cd називаємо берегом множини А.
Множину 4Г = А 4- А11 називаємо замкненнєм (fermeture) 

множини А.
Легко можна провірити, що множина Ad є все замкнена, 

Adc є все у собі густа, а множина Adcd є завершена.
6. Усі теореми, що їх досі доказано, є логічними консек- 

венціями аксіомів І,і — IVd. Легко можна доказати, що спійність 
(connexité), простору не є консеквенцією сих аксіомів. Коли хо
чемо мати уклад аксіомів, , з якого можна вивести спійність про
стору, треба до аксіомів Id — IVd додати ще -аксіому:

Va: Коли: Ad < А с Acde, то: А = 0 або ’А = С, Ч
Докажемо тепер дві наступні теороми:
І. Простір С є спійною множиною.
П. Лише множина без елементів (О) і простір С є множи

нами і замкненими і розімкяеними.
Доказ теореми І:
Множину А називаємо спійною, коли не можна найти таких 

Двох множин М і JV, щоби:
а) М ф О, АГф (7, 
ф М'+ N=A,
у) MN+ MNd 4- ^fd7V= О.

О Дещо аксіому рівноважну аксіомі Va і її консеквенції можна найти 
у моїй ноті: Про спійність простору, Збірник, мат.-прир.-лік. секції H. Т. ім. ПІ., 
том XXVI.



254

Приймім умову, що простір О можна розділити на такі дві 
множини М і У, щоби для них формули а), ¡3) і у) були правдиві.

З формул виходить, що: N = Мс (бо 2И + N = О). Отже 
дістаємо; Л/>ІІ + МІІМС “ О, або:

ММ^ = О, Ма№ = О.
З останних формул виходить:

М с МсАс і с М, отже:
с М <

На основі формул а), /3), у) множина М не може бути ані 
множиною без елементів, ані ідентична 3 цілим простором. Із 
сего виходить на основі акс. Уа, що формула М*  < М с Л/са<= 
е неможлива. А що остання формула в консеквенцією умови, 
що простір не є спійний, то і ся умова є незгідна з акс, У а 
і простір є множиною’спійною.

Доказ теореми II.:
Множина без елементів і простір в. множинами замкненими 

і розімкненими, бо:
Оа = О, Ос Осас = О; — С, С С СаАс = С.

Треба ще доказати, що ніяка инша множина не може бути 
і замкнена і розімкнена. Така множина А мусілаби мати на
ступні властивости:

Аа с А і А с Ас*с, 
а се є незгідне з акс. Уа.

7. Щоби доказати незалежність аксіом Іа — Уа, треба озна
чити для якогось простору похідну на пять ріжних способів так, 
щоби кожда дефініція була згідна із всіми аксіомами крім одної.

Нехай простір складається з трох елементів а, &, с, отже 
С — (а, 6, с). В наступній таблиці подаємо пять дефініцій похід-

Іа Па Ша ІУа
0 і = О О (а, с) О О

(а)а = о О (а, Ь, с) (а, Ь) (а)
(&)а = 0 0 (а, ¿», с) (6, с) (6)
(С)*  = 0 о (а, Ь, с) (е, а) (с)

(а, &)а = (а, Ь, с) 0 (а, Ьу с) (а, с) (а, д)
(&, с)<1 = (а, 6, с) 0 (а, с) (а, д, с) (6, е)
(с, а)а = (а, ¿>, с) о (а, Ь, с) (а, 6, с) (с, а)

(а, ¿>, с)а = (а, Ь, с) о (а, Ь, с) (а, 6, с) (а, ¿>, е)
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ної множин cero простору. Кожда з дефініцій б згідна з чоти- 
рома аксіомами, а незгідна з одною аксіомою зазначеною над тим 
стовпцем, у якім є виписані означення похідної всіх множин 
простору.

Легко можна переконатися, що аксіоми Id — Va в правдиві 
в евклідовім просторі, коли Ал означимо як множину точок скуп
чення множини А. Однак.крім cero можна їх також прикладати 
у загальнійших абстрактних просторах.

Аксіома Іа каже, що операція Ad є аддити-вна..
З аксіоми IVa виходить, що похідна є все замкнена.
Аксіома Va б рівноважна теоремі: Множина без елементів 

і простір в одинокими множинами, яких обмеження б множиною 
без елементів.

§ 2.
1. G. Cantor назвав множину Ак = AAd когеренціею мно

жини А. Колиж хочемо означити похідну множини А через її 
когеренцію, то бачимо, що похідної не можна означити як функ
цію когеренції, т. зн. що коли на загальній множині А будемо 
виконувати операції Ак і Ас, та будемо творити логічні суми 
і добутки на множинах типу А", то не дістанемо такої множини, 
що .означувалаби загально похідну множини А. Про правдивість 
сеї замітки можна легко переконатися. Означім похідну так, як 
її означується в теорії точкових множин і нехай А буде мно
жиною, якої елементами е обернені вартости цілих додатних чи
сел: А = (1,1, ..). Коли С є множиною дійсних чисел, то
легко можна переконатися, що всякі можливі льоґічні операції 
виконувані на множинах А, Дк і Ае дають все лише одну з на
ступних множин: А, Ай, О, С, а нема між ними похідної мно
жини Аг яка б множиною, що. має лише один елемент, яким 
б число О.

Однак похідну можна означити при помочі когеренції, ісоли 
допустимо також формули, що представляють реляції між мно
жиною і її елементами. Кажемо їменно, що елемент „а“ є еле
ментом похідної Ad, коли: а е { А + (а) |k. *)

Гокажемо, що ся дефініція є рівноважна звичайній дефі
ніції похідної в таких клясах, у яких для похідної б правдиві 
дві наступні формули:

і) а е А значить, що „а“ б елементом множини А (а) значить множина, 
що ма& лише один елемент
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a) (А + В)а = 4а + В1
b) (а)  ~ О .*

Доказ:
Коли а е | А 4- (а) |к, то:

(а), с |4 + (а)|к = | А + (а)| { А4 + (а)4| = | 4+ («)•} А4 < А4.
З другої сторони, коли:

(а) с Л^то також:
(а) с (а). 4а с (а) Ай 4- А Аа — |4 4- (а)| і 4 а + (а)4| =*  | А 4- (а)|к.

Бачимо, що наша дефініція похідної придатна в клясах 
(В) і (Н) РгесЬеГа. Можна її також прикладати і в таких про
сторах, у яких похідна не мусить бути замкнена. Треба лише, 
їцоби були- правдиві формули а) і Ь).

Коли вже маємо означення похідної при помочі когеренції, 
то можна вже означити при помочі когеренції і инші основні 
поняття топології.

Так н. пр. множину А називаємо замкненою, коли з реляції: 
а є {А + (а)}к

виходить що: а є А.
Множину А називаємо в собі густою коли з реляції: ае А 

виходить, що: а е {А + (а) |к.
Замкнення Аг множини А можна означити в наступний 

спосіб: а є А1 коли: а є А + {А 4- (а) Ік.
2. Загальні властивости когеренції виведемо з наступних 

трох незалежних аксіомів:
Ік: Ак 4- В*  с (4 + Д)к

ІІк: Ак с А
Шк: 4/=кск =*  4кскс.
Правдивість сих формул виходить з дефініції поняття коге

ренції (4к = А А* 1), та з аксіомів П — ІУа.
Доказ Ік:
Ак4-Вк - ААа4-БВ\ (А 4-2?)к -= (А + В)(А + В)1 - 

= (А + В)(АЛ + Вл) = АА^ + ВВ^ + ВА^ + АВ*,  
отже: Ак 4- Вк с (4 4- В)к.

Доказ Пк: 4к = 44а с 4.
Доказ ПІк:

4скок = (л<>4са)ск — (4 4- 4с<и)к = (4 4-4сас)(4 4*  4‘сас)а = 
— (4 4-4сас)(4а 4-4са°а) — (4 4-4сЛс)4а =• 44а4-4сас4а =

= 44а 4- Асас.
4кскс = (44а)скс = (Ас4-Аас)кс = І (4е 4-4ас)(4с 4-А* 0)4 Iе = 
= |(Ас4-4ас)(4са4-Ааса))с = |4с4с44-4ас4са4-4с4ас4+Аас4ас4|с = 

= |АС Аса 4- Аас 4- Ас4аса 4- 44о| = (4ас 4- А'(4еа 4- Аас4)}с =
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2к:
Зк:
4к:
5к:
6к:
7к:
ак:
Докази:

= Цас + 4с4са} = Ла(Л + Леас) = лла + лалсас - иа4-4‘\ 
ОТЖЄ: ^скск „ ¿кеке.

3. При помочі аксіом Ік — ІУк докажемо тепер наступні 
формули:

1к: коли А с В, то Ак с Вк 
(АВ)к <АкВк 
Ок = О 
Ск = С 
Аск с Лк0
(Л-В)к с4к-Вк 
^кскк = ^скскск 
^ккск ^к-скекс

1к: Коли А с В, то з акс. Ік виходить:
Ак + вк с вк, отже:

Ак с Вк.
2к: Маемо: А В с А і АВ сВ, отже:

(АВ)к С Лк І (4В)к с Вк, (1к)
а через вимноження дістаємо:

(4В)к с 4кВк.
Зк: 8 акс. Пк виходить:

Ок с О, або: Ок = О.
4к: Щоби доказати теорему 4к, треба наперед доказати, що ко- 
геренція кождої множини є частиною когеренції простору, т. зн. 
що для кождої множини М є правдива реляція Мк с Ок.

Коли в акс. К положимо: А = м, в = О, то дістанемо: 
Л£ь 4- Ок с (М 4- О)к = Ск, отже:

ЛГк с- Ск.
Положім тепер: М = 4скс,

то дістанемо: Лскск с ск, а також:
Акекс с Ск. (акс. ПК)

Положім: А = 0, то:
Окскс с

Але: „ 0скй— (М
отже: Єкс с Ск,

скс. скс = 0, ок — с.
5к: Маємо: Асі с Аа (акс. ІК)
а дальше: А с .Аскс,
але: 4к < А (Ик)
отже: Ак с 40кс

Аск с 4кс.
17



258

6t:

7k;

8k:

Згідно з теоремою 2к маємо:
(¿Вс)к с АкВск с АкВк0 — ^к - Вк.

Коли в акс. Шк за А положимо Ас, то дістаємо: 
^дкск = ^скскс

^кскк _ ^с.кскок
При доказі останньої теореми мали ми реляцію:

^кск _  ^скскс
Положім ту Лк за А, то дістанемо:

^ккск = ^кскскс
4, Тепер розглянемо проблему анальоґічну до сеї, яку ми 

досліджували в § 1. 4.
Докажемо, що правдиві є реляції інклюзії, що містяться 

у наступних таблицях:
д _ ^дскс ^ckkc ^ckkkc _

I I J І^к _ ^ckck ___^ckkck __ ^ckkkck ___>
* * t t
_^kk _ , ^ckckk_^ckkckk___ ^ckkkckk___

Аа Лкс ^ккс _ к к к с ____
♦ 1 * 1 +). Т
ЛСк _к с к _> к к с к і_ к к к с к____
+ 4 + +
^ckk^ y|kckk_^ ^kkckk ^kkkckk  
t t I *

Що кожда множина є частиною множини, яка лежить у таб
лиці над нею, виходить з акс. Щ.

Треба ще лише доказати, що кожда множина в частиною, 
що лежить у таблиці на право від неї. Вистане доказати се для 
першого ряду таблиці.
(ІІк) Лск с Л°, отже А с Лскс
(1к) 4скк с 4ск, Лскс с Лсккс
(1к) Лсккк с Яскк, „ Локкс с Лскккс і т. д.

Другу таблицю дістаємо з першої через підставлення А*  
на місці А.



259

При помочі теорем Шк, 7к і 8к можна кожду множину, що 
повстала через приложения до неї скінченого числа операції Ас 
і перетрансформувати ідентично на одну з множин, що мі
стяться у таблицях. Отже нема инших множин типу Аа крім сих, 
що їх находимо у таблицях.

Всі множини, що в у таблицях, в ріжні і нема між ними 
ніяких инших реляцій інклюзії, крім сих, що їх находимо у таб
лицях. Можна се легко провірити на множині М, що в сумою 
двох множин Аі і Л2, які означивмо в наступний спосіб:

є якою небудь упорядкованою (bien ordonné) множиною 
типу (со-ні)^1 зложеною з точок відтинка: 0<х< 1,

є ріжницею між відтинком: 1<а?<2 і якоюсь добре 
упорядкованою множиною типу (со+1)щ+1 зложеною з точок сего 
відтинка.

5. Доказом незалежности аксіомів Ik — IIIк б наступна табеля :

С = (а, Ь, о) Ік IL ПК

(О)к = О 0 О
(а)к = (а) о 0
(ô)k = (6) о 0
(с)‘ = (в) о о

(а, ¿»)к — 0 (а, й, с) 0
(&, с)к = О (а, Ь, с) 0
(с, а)к — О (а, й, с) 0

(а, 6, с)к = (a, b, с) (а, й, с) о

Простір Се ту множина зложена з трох елементів: (7=(а, 6, с).
Під кождою аксіомою находимо такі дефініції усіх множин 

простору, що не є згідні з сею аксіомою, а згідні з иншими 
аксіомами.


