
N. Kryloff et N. Boyoliouboff 
(à Kiew, Ucraïne).

„Sur quelques critères concernant l’existance des dérivées 
d’une fonction d’une variable réelle“.

Dans son article „Sur la dérivée séconde généralisée de Rie
mann-Schwarz“ (Comptes rendus du 4-me Congrès des Mathéma
ticiens Scandinaves, 1920) Prof. Dr. Bendixson a démontré un théo
rème, qui donne un critère de l’existance de la.dérivée et dont la 
généralisation aux dérivées d’ordre supérieur peut présenter, ce 
semble, un certain interet, vu les conséquences et les différentes 
applications qui en découlent.

A cette question qui a été jadis F objet des savantes recher
ches de Prof. Dr. P. Montel1) ont été consacrées aussi ce dernier 
temps les importants articles de Prof. Dr. M. Krawtchouk2) et F un 
d’eux a paru récemment sur les pages de ce journal. Tout dérniè- 
ement le problème dont il s’ agit a été traité avec une grande gé- 
eralité dans un travail* *)  étendu soutenu par M. Marchand comme 

thèse de doctorat devant la Faculté des Sciences de Paris.

q Montel/Notice sur ses travaux. Paris 1920.
*) t. XXVI, V. aussi M. Кравчук. До теорії функцій дійсного змінного. 

Київ 1926.
3) M. Marchand. Sur les dérirées et sur les différences des fonctions 

de variables réelles. Paris. G. Villars 1927.

Ce que précède prouve déjà F interet du sujet qui, vu son 
ampleur, est loin d’être épuisé.

L’objet de cette note est de' présenter quelques remarques ré- 
latives au sujet considéré et faites au cours du séminaire mathé
matique de Prof. Dr. N. Kryloff (Kiew).

La démonstration du § 1. appartient à N. Kryloff, celle du 
§ 2. à N. Bogoliouboff.

Le § 3 contient un théorème qui a paru aux auteurs pas 
dépourvu de tout F interet.
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§ 1. Théorème. Si-la (A: +1) diférence divisée d’une 
fonction y(x) est uniformément bornée, c. à d. si

I ;
I Z

alors y(x) possède la ¿-me dérivée, vérifiant la condi
tion de Lipschitz.

Ce téorème connu encore à M. Monte! et à M. Brouwer 
et généralisant celui de M. Bendixson peut être démontré en peu 
des mots de la manière que voici.

Soit
i-f-h. x+h

(1) ÿh-(æ) = j J V W æk+1, d’où = %+':W;
X X

alors d1 après (1) on aura indépendemment de h

| y? (æ") - y? («') | < * Ix"—x‘ l ;

ceci prouve déjà que la suite des fonctions
(2) yì\ y'Z

est également continue. Pour démohtrer que cette suite (2) est aussi 
uniformément bornée partons de l’identité 
(3)

O O

Or (») -*•  y (îc), donc [ (a) | < M, par conséquent 

d’autre part on a évidemment

c,. =
i=O

où a($ ne dépendent que de k, donc en vertu du (4) on s’ assure 
que la suite (2) est uniformément bornée.

Cela étant, d’après le théorème bien connu d’Arzélà on peut 
extraire de (2) des suites uniformément convergentes [yhr] telles 
que y{̂ ~* <p(x) pour V—*-oo.
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En prenant donc l’identité

(5) yhv(œ) = j yÎJdii? + Co,bv H- Ci.hyœ 4- C'k_i,]1I,i»k-1

O 0

et en remarquant que yhv(x)— > y(x) on s’assure comme précedem-
V-- > OQ

ment que Pl£_1^y(x) — ► Pt-i(x), où Pb-i(x) est un pblynpme du 
hy —> 0

dégré k—1. Le passage à la limite conduit donc à la rélation
X X

y j <P (æ) dx' 4- PK-1 (œ)
O U

d’où 1’ on voit entre autre que la fonction limite (p (æ) est unique; 
De (5) on tire

I (? (¡r") — <p (x*)  \ZZ\xu — X4 \ r

*) v. Krawtchouk. Zur Théorie der Funktionen der reellen Veränderlichen, p. 99.

ce que prouve le théorème dont la démonstration peut encore être 
simplifiée. 11 va sans dire que le texte du théorème peut être énnoncé 
comme il suit: „la condition nécessaire et suffisante 
pour que y(x) possède la ¿-me dérivée satisfaisant 
à la condition de Lipschitz est que la (k -H 1) dif
férence divisée est uniformément bornée“1).

§ 2. Pour obtenir les différentes généralisations du théorème 
précèdent on peut procéder de bien de manières et entre autre on 
peut raisonner comme il suit, en supposant, ce qui est toujours 
possible, que y(x) possède la période égale à un dans (—ô, lq-d), 
où d>0; alors pour Ax suffisamment petit [(& 4- l)Ax^.ô] les diffé- 

¿Ji y
rences divisées , i = 1,2 ... ¿4-1 sont aussi périodiques.

D’ autre part on a :
n n

2. . . A ( — 1) * V^+W ’ Aÿfic,) sinmsiXiAx = *—¿gX-H sinmnx^x'^ 
i=o /L,-2" i=3

(si (A 4-1) est pair)
n -V n

2, . . . (—IP v ¿P+1Vî Asin mnxi .
Sfr) sin mnXiix. = -i JSïïT----- ;

|=Ü 2 ï i—0IR
(si (A 4-1) est impair)
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2 y(xi) vos mn Xi Ax = L- 4 
i=o T T" 'A m

cos mnxj Ax ;

(si (¿4-1) est pair)
k

où 4|

(—ly^A^yiAcosmnx. y^i) cos mnx^x = 2i s-----to ;
Ajn

(si (k4-l) est impair)
1- cosm3tA\ _ ,----------------) = mV----- 1^-^ +

alors

2 a,
y

y(Xi)sinm7iXiAx I ■
\ 2 

cos mjt Xi Ax I

n=M
_ 9 /V 4k+1Vi . .
— J 11 A'r-Adsinmnxjx\ 4iCt+1

4k+Iyi . \
-^^^cosmnxiâx I dk+1y(a?,)\8

Axk+l /

ir=M

(si (¿4-1) est pair)
* Tl \ !

m=M

= 2V
\ 2 4k+1y(icl) A sin mjixA

4æk+1 Ax /

X •'4k+1y(aTJ) A cos mn x\ \
- Ax I^iC Ax

^k+1y(æl)V 
k Ja?k+1 /

8

où N et M sont deux nombres 
M et N étant fixés, on tire

(si (¿4-1) est impair) 
entiers positifs. D’ici pour n~► oo,

m=N

• V '1
\ y(x)sinmnxdx ) -

\ s
X I

o
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si l’on suppose qu’ indépendemment de A on a

A* +1y&i) 
Jk+liC

par conséquent la série

2
?/(#) sin mnx dx} + 0 y(x) cos mnx d|

est convergente. Donc d’après le théorème bien connu de Riesz- 
Fischer il existe presque partout dans (0,1) une fonction <p(x) 
de carré sommable, dont les coéfficients de Fourier sont:

J y(x) sin mnxdx, 
0

J y(x) cos mnxdx, 
0

(si (Ä+1) est pair)

— — (*
V2(— 1)2(mnyc+l. \ y(æ) cosmnxdx;

0

— — C—y2 (— 1) * (m^)k+1 \ y(x) cos mn xdx,
0

(si (¿ + 1) est impair).
Cela étant, soit /1[îc) 1*  intégrale du système différentiel

° y(a!); -fro =-fU); jw) = W), i-1,2, k 
en intégrant par parties on s’ assure que

j F(x)sin mnxdx = ^y(x)sin mnxdx;
0 Q

cosmnxdx >= ^y(x)cosmnxdx; 
0 0

donc en vertu de la fermeture des fonctions trigonométriques on 
a y(x) = F(x), c. q. f. d.

Ceci -prouve le théorème:
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„La condition necessaire est suffisante psour que 
y(x) possède (&4-l)-me dérivée presque partout dans 
(0,1) est que

2jiCk+1
Ax < A*

où A*  = const.

*) Notice sur le travaux scientifiques de M. Paul Montel. 1920 p. 15 lignes 
34-36.

s) Comp. avec les résultats de M. Marchand. Thèse, pp. 43^60.

§ 3. Pour conclure établissons le théorème suivant généra
lisant le résultat de M. P. Montel1):

»Si
A*y
j058

Ci) (JiC)

où o>(<5) pour <5-*0  est une fonction positive non crois
sante et telle que la série

est convergente, alors y(x) possède la prémière déri
vée continue“8).

En effet, soit
y (a? -I- h) — y (a?)’ 

F"-------------h--------- ’

alors
J» - - y^ + ^~2y(x + ^ + y(x).

2 h
donc

Envisageons la série

OÙ

(æ) + (■₽£(«) + /^1___ +
\ 2m+1 2m /

F^i-F^x)
2®+! 2m
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cette série, d’après T hypothèse admise, converge absolument et 
uniformément vers une fonction continue c. à d.:

Ft (îc) — > qp (îc) , pour m —> oo .
2111

Or on a identiquement 
i-1

V&i) = ^F^x^Aæ + ytty, 
0 2“‘

où 
7 1

æi = 2n;, i = 1,2,... 2”; 21» = ^,

donc en passant à la limite on aura

У (a?) = j qp (a?) d x + y (0), 
o

d’où Гоп tire <p(x) = y‘{x), ce que démontre le théorème.
D’ici découle comme cas particulier le théorème de M. Montel : 

si est bornée (0<aZl) on peut affirmer que la dérivée 

prémière existe partout
11 est évident que le résultat de ce § se généralisé immé

diatement pour les différences d’ordre supérieur.
En explicitant la fonction (J x) de différentes façons on peut 

obtenir du théorème ci-dessus démontré bien de résultats assez 
curieux.

12. V. 1928.
Kiew, Ucraïne.


