
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ.  
МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА 

 

 

 

 

 

 

УДК 517.52/524:517.58.589 

М. Ленюк1, докт. фіз.-мат. наук; М. Шелестовська 2 , канд. техн. наук 
1Чернівецький національний університет імені Ю. Федьковича 
2 Тернопільська академія народного господарства 
 

ЗОБРАЖЕННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РЯДІВ МЕТОДОМ 

ГІБРИДНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ 

ЛЕЖАНДРА 1-ГО РОДУ – ГАНКЕЛЯ 2-ГО РОДУ – 

(КОНТОРОВИЧА-ЛЄБЄДЄВА) 
 

 Методом порівняння розв’язків, побудованих на полярній вісі з двома точками спряження для 

сепаратної системи з двох диференціальних рівнянь Бесселя з різним характером виродження та одного 

диференціального рівняння Лежандра методом функцій Коші і методом скінченого гібридного 

інтегрального перетворення, одержано зображення сім’ї поліпараметричних функціональних рядів. 

 

Вступ. В сучасній довідковій математичній літературі наведено функціональні 

ряди за спектральними функціями одного диференціального оператора, 

фундаментальну систему розв’язків для якого складають спеціальні функції 

математичної фізики [8, 9]. У зв’язку з широким впровадженням композитів виникає 

потреба в підсумовуванні функціональних рядів за спектральною функцією гібридного 

диференціального оператора. Одним із методів підсумовування таких рядів 

запропоновано метод скінченних гібридних інтегральних перетворень [10]. При цьому 

поява нового типу скінченного гібридного інтегрального перетворення дозволяє 

підсумовувати нову сім’ю функціональних рядів. В даній роботі використано скінченне 

гібридне інтегральне перетворення типу Лежандра 1-го роду – Ганкеля 2-го роду – 

(Конторовича – Лєбєдєва) для підсумовування (зображення) відповідної сім’ї 

поліпараметричних фундаментальних рядів. 

Розглянемо задачу про побудову обмеженого на множині  

( ) ( ) ( ){ }∞∪∪∈=+ ,,,0: 221112 RRRRrrІ  розв’язку сепаратної системи модифікованих 

диференціальних рівнянь Лежандра і Бесселя 
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Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя  ( ) 02
2, =−Β vqν  

утворюють функції ( )qrI αν ,  та ( )qrαν ,Κ  [ ]1 ,  а для рівняння Бесселя  ( ) 02 =−Β vqα  - 

функції  ( )rIq λα,  та ( )rq λα,Κ [ ]2 ; фундаментальну систему розв’язків для рівняння 

Лежандра ( ) 02 =−Λ vqµ  утворюють функції Лежандра ( )rch
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Наявність фундаментальної системи розв’язків дає можливість будувати 

розв’язок крайової задачі  (1), (2) методом функції Коші [ ]5,4 :  
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Тут ( )ρε ,rj  - функція Коші [ ]5,4 : 
 

   ( ) ( ) 0,,
00
=−

−=+= ρρ
ρερε

rjrj rr ,                                                                

( ) ( ) ( )[ ] 1

00

,,
−

−=+=

−=− ρϕρερε
ρρ

j

r

j

r

j r
dr

d
r

dr

d
,                                            (4) 

( ) ρρϕ sh=1 , ( ) 12
2

1+= αρρϕ , ( ) 12
3

2−= αρρϕ . 
 

Визначимо функції: 
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  Безпосередньо перевіряється, що за функції Коші можна взяти функції: 
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 Умови спряження (2) для визначення величин 3221 ,,, BBAA  дають алгебраїчну 

систему: 
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 У системі (5) беруть участь символ Кронекера jkδ  та функції 
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 Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності крайової задачі (1), 

(2): визначник алгебраїчної системи (5) 
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 Тут прийняті позначення: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22122;,2
22

12;,22121;,2
22

22;,;, ,,
123123

RqRqRURqRqRUqA jqjqj αναανααν λλ ∆−∆= , 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22121;,1
11,

21;
2

122122;,1
11,

11;
2

1;,
,,

1
1

1
1

1
RqRqchRZRqRqchRZqB j

q
j

q
j αν

µ
αν

µµ
αν ∆−∆=

+−+−
, 

 

( ) ( ) ( ) .2,1,,,,, 32121 === jqqqqααα  
 

 Визначимо: 1) породженні неоднорідністю системи (1) функції впливу 
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2) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна 
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 У результаті однозначної розв’язності алгебраїчної системи (5), підстановки 

одержаних виразів ( )2,1=jA j  та ( )3,2=kBk  у формули (3) маємо єдиний розв’язок 

крайової задачі (1), (2): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
=

+Η+=
2

1, 0

11;,

,

;,

1

,,,
km

R

jmk
j

mkj dshgqrqrWru ρρρρω µ
αν

µ
αν                                         (9) 

 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

−+ =Η+Η+
2

1 2

31 3,1,,,,,
12

33;,

12
22;,

R

R R

jj
jdgqrdgqr ρρρρρρρρ αµ

αν
αµ

αν . 

 

 Побудуємо розв’язок даної крайової задачі методом інтегрального 

перетворення, породженого на множині +
12I  гібридним диференціальним оператором 

 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 2,211, αανµ

µ
αν θθθθθ BRrBrRRrrRrm −+−−+Λ−= ,                (10) 

 

( )xθ  - одинична функція Хевісайда [5]. 

 Оскільки оператор ( )
µ
αν ,

m  самоспряжений і не має на множині +
12I  особливої 

точки, то його спектр дійсний і дискретний. З метою побудови спектра і відповідної 

йому спектральної вектор-функції розглянемо задачу Штурма-Ліувілля: побудувати 

обмежений на множині +
12I  розв’язок сепаратної системи диференціальних рівнянь 

Лежандра і Бесселя 

( ) ( ) ( ) 2
1

22
11

2
1 ,,0,0 jj kbRrVb +=∈=+Λ βµ , 

 

( ) ( ) 0,,,0 2
212

2
2, 1

≥∈=+ jkRRrVbB αν ,                                          (11) 
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( ) ( ) 3,1,,,0 23
2
32

=∞∈=+ jRrVbBα  
 

за однорідними умовами спряження (2). 

 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя ( ) 02
, =+ VbB αν  

утворюють функції ( )brJ αν ,  та ( )bRN αν ,  [1], а для рівняння Бесселя ( ) 02 =+ VbBα - 

функції ( )brC ,λα  та ( )brD ,λα  [2]; фундаментальну систему розв’язків для рівняння 

Лежандра ( ) 02 =+Λ Vbµ  утворюють функції ( )chrP
ib

µ

+−
2

1
 та ( )chrL

ib

µ

+−
2

1
 (або дві дійсні 

функції ( )chrA
ib

µ

+−
2

1
 та ( )chrВ

ib

µ

+−
2

1
) [3]. 

 Якщо покласти 

( )chrPAV
ib

µ

1
2

111
+−

= , 

 

( ) ( )rbNBrbJAV 2,22,22 11 αναν += , 
 

( )333 ,
2

brDBV λα= , 
 

то умови спряження дають для визначення ( )2,1=jA j  і ( )3,2=kBk  алгебраїчну 

систему: 
 

( ) ( ) ( ) 2,1,0212
12

2;,212
11

2;,11
11,

1;
2

1 11
1

==−−
+−

jBRbuARbuAchRZ jj
jib

αναν
µ

; 

 

( ) ( ) ( ) 0, 32
22

2;222
22

1;,222
21

1;, 211
=Χ−+ bRBRbuARbu jjj λααναν .                                      (12) 

 

 Тут прийняті позначення: 
 

( ) ( ) ( )mm
m
jkm

m
jk

m

m
jkm

m
jk RbJbRRbJ

R
Rbu 21,1

2
22,2

1
;, ++−








+

−
= αναναν αβ

αν
α , 

 

( ) ( ) ( )mm
m
jkm

m
jk

m

m
jkm

m
jk RbNbRRbN

R
Rbu 21,1

2
22,2

2
;, ++−








+

−
= αναναν αβ

αν
α , 

 

( ) ( )
2

22 3
2
2

2
232

22
2; ,,

Rr

jjj brD
dr

d
bR

=








 +=Χ λβαλ αα . 

 

 Система (12) має ненульовий розв’язок тоді і тільки тоді, коли визначник 

системи 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01;,1
11,

21;
2

12;,1
11,

11;
2

1,
11

=−≡
+−+−

βββδ αν
µ

αν
µµ

αν achRZachRZ
ibib

.                               (13) 

 

 У рівнянні (13) беруть участь функції 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22122;,32
22

12;22121;,32
22

22;;, ,,,,
1212

RbRbbRRbRbbRa jjj αναανααν δλδλβ Χ−Χ= , 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,, 22
21

1;,12
12

2;,22
22

1;,12
11

2;,2212;, 11111
=−= kjRbuRbuRbuRbuRbRb kjkjjk ανανανανανδ . 

 

 Корені nβ  трансцендентного рівняння ( ) 0
,

=µ
ανδ  утворюють дискретний спектр 

[6]: різні, дійсні, симетрично розташовані відносно точки 0=β ; їх модулі складають 

монотонно зростаючу послідовність з єдиною граничною точкою ∞=β . 
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 Кожному власному числу nβ  оператора ( )
µ
αν ,

m  відповідає одна власна вектор-

функція  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−−+−= nnn rVrRRrrVrRrrV βθθβθθβ µ
αν

µ
αν

µ
αν ,,,

2;,211;,1,
 

( ) ( ) ( )nrVRr βθ µ
αν ,

3;,2−+ , компоненти ( ) ( )nj
rV βµ

αν ,
;,

 якої обчислюються за правилами: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
1

22

2

132
22

12;12
1

2
2

21
1;,

;,
2

,
1

211
jnjn

ib
n

n

n kbchrPbR
Rb

c
rV

n

+=Χ=
+−+

βλ
π

β µ
ααα

µ
αν ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )





−ΨΧ=

+−
rbRbchRZbRrV nn

ib
nn

n

212
1

12;,1
11,

21;
2

132
22

12;2;,
,,,

1
1

2 αν
µ

α
µ
αν λβ                             (14) 

                      ( ) ( )





Ψ−

+−
rbRbchRZ nn

ib n

212
1

22;,1
11,

11;
2

1
,

1
1

αν
µ

; 

 

( ) ( ) ( ) ( )nnn brDbrV 31;,3;,
,,

22
λββ α

µ
αν

µ
αν = . 

 

 У рівностях (14) беруть участь функції: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )rbJRburbNRburbRb nnjnnjnnj 2,12
12

2;,2,12
11

2;,212
1

2;, 11111
, αναναναναν −=Ψ ; 

 

( ) ( ) ( )−=
+−

22121;,1
11,

21;
2

1;,
,

1
1

2
RbRbchRZb nnj

ib
nj

n

αν
µµ

αν δβ  

 

                              ( ) ( ) .2,1;, 22122;,1
11,

11;
2

1 1
1

=−
+−

jRbRbchRZ nnj
ib n

αν
µ δ  

 

 Згідно із роботою [6] маємо твердження: 

Теорема 1 (про дискретну функцію): Система власних вектор-функцій ( )( ){ }∞
=1,

,
nnrV βµ

αν  

ортогональна на множині +
12I , повна і замкнута. При цьому вагова функція  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
12

321
12

211
21 RrrrRRrrrRrshrr −+−−+−= −+ θσθθσθθσσ αα

, 
 

,1,, 312
2

12
2

22

12
212

2

12
2

1

12
1

2221

1211
1

1

2

1

21

=⋅=⋅⋅=
+

+

+

++

σσσ
α

α

α

αα

R

R

c

c

R

R

shR

R

cc

cc
 

 

а квадрат норми спектральної вектор-функції обчислюється за стандартним правилом 

[6]: 

( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫∫ ++= +
2

1

1

1

12
2

2

2;,

0

1

2

1;,

2

,
,,,

R

R

n

R

nn drrrVdrshrrVrV
αµ

αν
µ
αν

µ
αν σβσββ  

 

                         ( ) ( )[ ] ( )( )[ ] ( )∫∫
∞∞

− ≡+
0

2

,

12
3

2

3;,
,,

2

2 drrrVdrrrV n

R

n σβσβ µ
αν

αµ
αν . 

 

Теорема 2 (типу теореми Стєклова): Будь-яка вектор-функція ( ) ( ) ( ) ( ){ }rgrgrgrg 321 ;;=  

із області визначення оператора ( )
µ
αν ,

m  зображається абсолютно і рівномірно збіжним 

на +
12I  рядом Фур’є за системою ( )( ){ }∞

=1,
,

nnrV βµ
αν : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
∑∫
∞

=

∞

=
1

2

,

,

0

,

,

,
,

n
n

n

n

rV

rV
dVgrg

β

β
ρρσβρρ

µ
αν

µ
ανµ

αν .                                 (15) 
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 Ряд Фур’є (15) визначає пряме 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) nn gdrrrVrgrgh ≡= ∫
∞

0

,2;,
, σβµ

αν
µ
αν                                   (16) 

і обернене 

( ) [ ] ( )( )

( )( )
( )rg

rV

rV
ggh

n
n

n

nn ≡=∑
∞

=

−

1
2

,

,

2;,

,

,

β

β

µ
αν

µ
ανµ

αν                                      (17) 

 

скінченне гібридне інтегральне перетворення типу Лежандра 1-го роду – Ганкеля 2-го 

роду – (Конторовича - Лєбєдєва). 

 Побудований методом запровадженого формулами (16), (17) інтегрального 

перетворення за відомою логічною схемою [7] єдиний розв’язок крайової задачі (1), (2) 

має структуру: 
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 Порівнюючи розв’язки (9) і (18) внаслідок єдності, маємо наступні формули 

зображення функціональних рядів: 
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 У формулах (18) – (21) прийняті позначення: 
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 Функції впливу визначені формулами (7), функції Гріна умов спряження – 

формулами (8), а компоненти власної вектор-функції – формулами (14). Оскільки праві 

частини рівностей (19)-(21) не залежать від 2q , то можна покласти 22
3

2
2

2
1 qqqq === . 

Основна теорема: Якщо вектор-функція ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ }rgBrgBrgf 32,1 21
;; αανµΛ=  

неперервна на множині +
12I , вектор-функція ( )rg  задовольняє умови обмеження 

( ) ( ) ( ) ( )
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αν β , ( )
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312 2 =
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∞→ dr

dV
gV
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r

r

µ
ανµ

αν
α  

та умови спряження (2) і виконується умова (6) однозначної розв’язності крайової 

задачі (1), (2), то справджуються формули (19)-(21) зображення поліпараметричних 

функціональних рядів за власними вектор-функціями оператора ( )
µ
αν ,

m . 

 Зауваження: Одержанні суми функціональних рядів неперервно залежать від 

параметрів і даних крайової задачі. Це дозволяє із загальних структур виділяти 

практично потрібний частковий випадок безпосередньо (в рамках даної моделі). 

 Висновок. Результати роботи поповнюють довідникову математичну літературу 

і можуть бути використані при підсумовуванні функціональних рядів, що описують 

стаціонарний режим, на який виходять композиційні елементи конструкцій, які 

знаходяться в полі дії стрибкоподібного навантаження, та функціональних рядів, що 

виникають в результаті дослідження фізико-технічних процесів в неоднорідних 

середовищах. 
 

 Representation  of  the  polyparametric  functional  series  was  obtained  by  means  of  solutions  

comparison, built  on  the  polar  axis  roith  two  conjugated  points  for  the  separate  system  from  two  

Bessel’s  differential  equations  with  different  origin  method  and  one  Legandre  different  equation  by  

Koshi  function  metod  and  limitted  hybrid  integral  trans  formation method. 
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