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Дисертація присвячена вирішенню актуальної науково-практичної задачі 

підвищення ступеня повноти подання інформації про процеси зі змінним 

періодом та рівня автоматизації аналізу цих процесів шляхом розробки моделі, 

методів та інформаційної технології для прийняття обґрунтованих рішень в 

багатьох практичних застосуваннях, зокрема в задачах кардіології при оцінці 

варіабельності серцевого ритму після дії на організм пацієнта фізичного 

навантаження. Об’єктом дослідження є процеси зі змінним періодом. Вирішення 

задач, поставлених в дисертаційній роботі, виконано з використанням методів 

теорії функцій і функціонального аналізу, теорії рядів Фур’є, чисельних методів, 

теорії алгоритмів та технологій програмування. 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертаційної роботи, 

сформульовано мету та основні завдання дослідження, визначено об’єкт, 

предмет і методи дослідження, показано наукову новизну отриманих 

результатів, їх практичне значення, визначено зв’язок роботи з науковими 

темами, а також подано відомості про апробації результатів дисертації та їх 

висвітлення в наукових працях. 

У першому розділі дисертаційної роботи показано, що в прикладних 

дослідженнях існують періодичні процеси, період яких не є постійним, а певним 

чином змінюється. Наглядним прикладом таких процесів є електрокардіограми, 

отримані після дії на організм фізичного навантаження. Проведений аналіз 

існуючих моделей та інформаційних технологій аналізу періодичних процесів, 

сигналів з постійним та змінним періодом показав їх недосконалість, оскільки 
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існуючі методи не дозволяють одночасно враховувати періодичність та змінність 

періоду. Обґрунтована необхідність створення інформаційної технології аналізу 

процесів зі змінним періодом, яка дозволить підвищити ступінь повноти подання 

інформації про такі процеси та рівня автоматизації їх аналізу. 

При розробці інформаційної технології аналізу процесів зі змінним 

періодом в роботі запропоновано підхід, суть якого концентрується в тріаді 

«модель-алгоритм-програма». На першому етапі вибирається модель процесів у 

вигляді періодичних функцій зі змінним періодом (ПФЗП). На другому – на 

основі моделі розробляються методи, які включають в себе побудову рядів Фур’є 

ПФЗП. На третьому етапі розробляється відповідне програмне забезпечення та 

інформаційна технологія для визначення варіабельності електрокардіограми, 

отриманої після дії на організм людини фізичного навантаження, як процесу зі 

змінним періодом. У випадку, коли період є невідомим (наприклад для ЕКГ після 

фізичного навантаження) важливою є задача оцінки змінного періоду, 

розв’язання якої дозволить автоматизувати аналіз такої ЕКГ та більш повно 

подати інформацію про стан серцево-судинної системи людини при дослідженні 

варіабельності серцевого ритму 

У другому розділі дисертації набула подальшого розвитку математична 

модель процесів зі змінним періодом у вигляді періодичних функцій зі змінним 

періодом, досліджено найпростіші приклади – тригонометричні функції із 

змінним періодом, записано аналітичні вирази їх періодів та для наочності 

наведено графіки деяких із цих функцій та їх періодів. В роботі вперше 

розроблено та систематизовано способи аналітичного задання функцій зі 

змінним періодом, записано їх змінні періоди, що дозволило здійснювати 

перевірку правильності теоретичних положень теорії рядів для періодичних 

функцій зі змінним періодом. Розроблені методи аналітичного задання ПФЗП та 

їх змінних періодів мають самостійне значення, оскільки узагальнюють і тим 

значно розширюють множину аналітично заданих періодичних функцій із 

постійним періодом. 
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У третьому розділі вперше розроблено метод побудови рядів Фур’є 

періодичних функцій зі змінним періодом. На основі елементарних 

тригонометричних функції зі змінним періодом побудовано систему 

тригонометричних функцій зі змінним періодом і показано, що вона є 

ортогональною із ваговою функцією, причому інтервал ортогональності є 

змінним. Кожний інтервал ортогональності має певну довжину, яка для певної 

точки визначається значенням змінного періоду. Отримано формули визначення 

коефіцієнтів ряду Фур’є таких функцій. Показано, що коефіцієнти Фур’є не 

залежать від значення лівої точки інтервалу ортогональності, тобто цей інтервал 

може бути розміщений довільно, лише б він належав області визначення 

наближуваної функції. Використовуючи формулу для знаходження віддалі між 

ПФЗП та її рядом Фур’є, перевірено, що зі збільшенням числа коефіцієнтів ряд 

Фур'є ПФЗП наближається до самої функції, а це підтверджує правильність 

моделі та алгоритмів побудови рядів Фур’є. Інформаційна технологія, що 

включає розроблені алгоритми і створене програмне забезпечення «Фур’є-аналіз 

функцій зі змінним періодом», дозволила здійснювати спектральний аналіз 

процесів зі змінним періодом. 

У четвертому розділі запропоновано метод оцінювання змінного періоду, 

який за рахунок отримання додаткових параметрів, дозволив підвищити ступінь 

автоматизації аналізу процесів зі змінним періодом. Задачу оцінки змінного 

періоду розглянуто на прикладі електрокардіограми, отриманої після дії на 

організм фізичного навантаження. Процес побудови оцінки змінного періоду 

ЕКГ розділено на два етапи. На першому проведено експериментальні 

дослідження, які полягали у відборі послідовності значень змінного періоду  

( RR  інтервали) на протязі деякого часового інтервалу після фізичного 

навантаження. На другому – методом апроксимації побудовано функцію, яка і є 

оцінкою змінного періоду.  Параметри, що входять у функцію змінного періоду, 

а також середньоквадратичні відхилення апроксимації запропоновано 

використовувати як нові інформативно-діагностичні ознаки в задачах 

класифікації, розпізнавання, де досліджуються функції чи процеси зі змінним 
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періодом. Це може стосуватися, наприклад, медичної діагностики загального 

призначення при оцінці стану організму, ефективності лікування чи 

реабілітаційного процесу. В питаннях спортивної, космічної медицини, задачах 

судової експертизи ці параметри можуть виявитися досить інформативними при 

оцінці стану та поведінки організму в стресових ситуаціях, при значних фізичних 

навантаженнях тощо.  З позицій кардіологічного аналізу параметри змінного 

періоду ЕКГ  означають: a  – частота пульсу (серцевих скорочень), яка наступить 

через деякий час після його стабілізації (частоту пульсу в стані спокою); b  – 

величина, на яку зростає частота пульсу в порівнянні із частотою в стані спокою, 

  – характеризує «швидкість» стабілізації пульсу. 

На основі алгоритму оцінки змінного періоду розроблено інформаційну 

технологію оцінювання варіабельності серцевого ритму після дії на організм 

фізичного навантаження, основною складовою якої є програмне забезпечення 

«Аналіз RR  інтервалів та оцінка варіабельності серцевого ритму». Розроблена 

ІТ дозволяє автоматизувати аналіз ЕКГ після фізичного навантаження і, за 

рахунок нових інформативних параметрів, більш повно подати інформацію про 

стан серцево-судинної системи людини при дослідженні варіабельності 

серцевого ритму після фізичного навантаження. 

За допомогою розроблених методів і програмних засобів доведено 

ефективність запропонованої інформаційної технології аналізу процесів зі 

змінним періодом, яка дозволяє більш повно подавати інформацію про такі 

процеси за рахунок знаходження додаткових параметрів та автоматизувати їх 

аналіз з метою підтримки прийняття рішень. 

За результатами дисертаційних досліджень опубліковано 27 наукових 

праць, в тому числі 7 статей у наукових фахових виданнях України з технічних 

наук (одноосібних статей – 1), 3 з них входять до наукометричних баз даних з 

міжнародним індексом цитування (Index Copernicus, Polish Scholarly 

Bibliography, Directory of Open Access Journals (DOAJ), Ulrich’s Web), 18 тез 

доповідей у працях міжнародних та всеукраїнських наукових та науково-
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технічних конференцій, а також отримано 2 свідоцтва про авторське право на 

комп’ютерні програми 

Ключові слова: процес зі змінним періодом, змінний період, інформаційна 

технологія аналізу процесів зі змінним періодом, коефіцієнти Фур'є періодичних 

функцій зі змінним періодом, ряд Фур'є періодичних функцій зі змінним 

періодом, Фур’є-аналіз функцій зі змінним періодом, оцінка змінного періоду, 

варіабельність серцевого ритму після фізичного навантаження. 
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ABSTRACT 

Dmytrotsa L. Information technology for the study of functions with variable 

period and their application for evaluation of heart rhythm variability.  – Qualifying 

scientific work on the rights of the manuscript.  

Thesis for the scientific degree of the candidate of technical science (doctor of 

philosophy) on specialty 05.13.06 – Information technologies.  Ternopil Ivan Puluj 

National Technical University, Ternopil, 2019. 

The thesis deals with the solution of the important scientific and practical 

problem of increasing the completeness degree of information about processes with a 

variable period and the level of these processes analysis automation by developing the 

model, methods and information technology for reasonable decision-making in various 

practical applications, particularly, in cardiology problems while evaluating heart rate 

variability after exercise stress effect on the patient body. The object of the study is 

processes with a variable period. The solution of the tasks set in the dissertation is 

accomplished using the methods of the theory of functions and functional analysis, the 

theory of Fourier series, numerical methods, the theory of algorithms and programming 

technologies. 

In the introduction the relevance of the topic of the dissertation is substantiated, 

research purpose and main goals are formulated, the research object, subject and 

methods are defined, the scientific novelty of the results and their practical significance 

are shown, relationship with scientific themes is defined, as well as information on the 

approbation of the dissertation and its coverage in scientific works are given. 

In the first section of the dissertation, it is shown that in applied research there 

are periodic processes, the period of which is not constant, but changes in some way. 

An illustrative example of such processes is electrocardiograms obtained after exercise 

stress effect on the patient body. The analysis of existing models and information 

technologies for the analysis of periodic processes, signals with a constant and variable 

period showed their imperfection, since existing methods do not allow simultaneously 

to take into account periodicity and period variability. The necessity of creation of 

information technology of analysis of processes with a variable period, which will 
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increase the degree of completeness of information about such processes and the level 

of automation of their analysis, is substantiated. 

While developing the information technology for the analysis of processes with 

a variable period in the dissertation, an approach, the essence of which is concentrated 

in the triad "model-algorithm-program", is offered. In the first stage, the model of 

processes in the form of periodic functions with a variable period (PFVP) is chosen. In 

the second stage, on base of the model, methods including construction of Fourier 

series of PFVP are developed. In the third stage, appropriate software and information 

technology for determination the electrocardiogram variability obtained after exercise 

stress effect on the human body as a process with a variable period are developed. In 

the case that the period is unknown (for example, ECG after exercise stress effect), the 

task of estimating an alternating period is important, the solution of which will allow 

to automate the analysis of such an ECG and to more fully represent information on 

the state of the cardiovascular system of a person in the study of the variability of the 

heart rate. 

In the second section of the dissertation, the mathematical model of processes 

with a variable period in the form of periodic functions with a variable period has been 

further developed, the simplest examples – trigonometric functions with a variable 

period are investigated, the analytical expressions of their periods are written and the 

graphs of some of these functions and their periods are presented. In the work, for the 

first time, methods of analytical expressions of functions with a variable period were 

developed and systematized, their variables were recorded, which allowed to verify the 

correctness of the theoretical positions of the theory of series for periodic functions 

with a variable period. The developed methods of the analytical expressions of the 

PFVP and their variable periods are of independent significance since they generalize 

and thus considerably extend the set of analytically given periodic functions with a 

constant period. 

In the third section, for the first time, we have developed a method for 

constructing Fourier series of periodic functions with a variable period. On the basis of 

elementary trigonometric functions with a variable period, a system of trigonometric 
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functions with a variable period is constructed and it is shown that it is orthogonal with 

a weight function, and the interval of orthogonality is variable. Each interval of 

orthogonality has a certain length, which for a certain point is determined by the value 

of the variable period. Formulas for determining the coefficients of the Fourier series 

of such functions are obtained. It is shown that the Fourier coefficients do not depend 

on the value of the left point of the orthogonality interval, that is, this interval can be 

arbitrarily placed only if it belongs to the area of definition of the approximate function. 

Using the formula for finding the distance between the PFVP and its Fourier series, it 

was verified that, with increasing number of coefficients, the Fourier series of the 

PFVP is close to the function itself, which confirms the correctness of the model and 

algorithms for constructing Fourier series. Information technology, which includes 

developed algorithms and created software "Fourier analysis of functions with a 

variable period", allowed to carry out spectral analysis of processes with a variable 

period. 

The fourth section proposes a method for estimating the variable period, which, 

by obtaining additional parameters, allowed to increase the degree of automation of 

process analysis with a variable period. The task of estimating the variable period is 

considered on an example of an electrocardiogram obtained after exercise stress effect 

on the patient body. The process of constructing an estimation of the variable period of 

the ECG is divided into two stages. At the first, experimental studies were carried out, 

which consisted of selecting the sequence of values of the variable period  ( RR  

intervals) for some time interval after physical activity. On the second, by the 

approximation method, a function is constructed which is an estimate of the variable 

period. Parameters included in the variable-period function, as well as mean square 

deviation of approximation, are proposed to be used as new informative-diagnostic 

features in classification tasks, recognition, where functions or processes with a 

variable period are investigated. This may be relevant, for example, general-purpose 

medical diagnostics in assessing the body's state, the effectiveness of the treatment or 

rehabilitation process. In questions of sports medicine, space medicine, the tasks of 

forensic examination, these parameters can be very informative in assessing the state 
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and behavior of the organism in stressful situations, with significant physical activity, 

etc. From the standpoint of cardiological analysis, the parameters of the variable period 

of the ECG mean: a  – the pulse rate (heart contractions), which will come on some 

time after its stabilization (pulse rate in rest); b  – the value at which the pulse rate 

increases in comparison with the rate in a resting state,  - characterizes the "rapidity" 

of the stabilization of the pulse. 

On the basis of the algorithm of the estimation of the variable period, an 

information technology for estimating the variability of the heart rate after exercise 

stress effect on the patient body, was developed the main component of which is the 

software "Analysis of RR  intervals and estimating of heart rate variability". The 

developed IT allows to automate ECG analysis after physical activity and, due to new 

informative parameters, to represent more complete information about the state of the 

cardiovascular system of a person in the study of cardiac rhythm variability after 

physical activity. 

With the help of developed methods and software, the effectiveness of the 

proposed information technology of process analysis with a variable period is proved, 

which allows to represent information about such processes more completely by 

finding additional parameters and to automate their analysis in order to support 

decisions-making. 

According to the results of the dissertation research, 27 scientific papers, 

including 7 articles in the scientific professional editions of Ukraine on technical 

sciences (individual articles - 1), are published, 3 of them are included in the 

scientometric databases with the international index of citation (Index Copernicus, 

Polish Scholarly Bibliography, Directory of Open Access Journals (DOAJ), Ulrich's 

Web), 18 theses of reports in international and national scientific and practical 

conferences, as well as 2 certificates of copyright in computer programs were received. 

Keywords: process with variable period, variable period, information technology 

of analysis of processes with a variable period, Fourier coefficients of periodic 

functions with a variable period, Fourier series of periodic functions with a variable 
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period, Fourier analysis of functions with a variable period, estimation variable period, 

heart rate variability after physical activity. 
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА СКОРОЧЕНЬ 

 

ІТ – інформаційна технологія 

ПФЗП – періодичні функції зі змінним періодом 

ППЗП – періодичні процеси зі змінним періодом  

ЗП – змінний період 

ЗЧ – змінна частота 

 xT  – змінний період 

 
0

xT  – значення змінного періоду в точці 0
x  

 xf  – ПФЗП 

 xf
~

 – ряд Фур’є для ПФЗП  xf  

 xf  – скінченна сума ряду Фур’є для ПФЗП  xf  

 xp  – вагова функція 

    xfxf
~

,  – віддаль між ПФЗП  xf  і її рядом Фур’є  xf
~

 

ЕКГ – електрокардіограма 

ЧСС –  частота серцевих скорочень 

ВСР – варіабельність серцевого ритму 

ПЗ – програмне забезпечення 

RR  інтервал – віддаль між максимальними зубцями ЕКГ 

 tT  – змінний період серцевих скорочень (ЕКГ) 

     ,0, tbeat t  – функція апроксимації змінної частоти серцевих 

скорочень ЕКГ 

a  – частота серцевих скорочень в стані спокою 

b  – величина, на яку зростає ЧСС після дії га організм людини фізичного 

навантаження 

  – параметр, що характеризує швидкість стабілізації ЧСС після 

фізичного навантаження 


  – середньоквадратичне відхилення ЧСС від оцінки ЗЧ  

T
  – середньоквадратичне відхилення RR  інтервал від оцінки ЗП 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Сьогодні широко використовують інформаційні 

технології (ІТ) для вирішення різноманітних задач, пов’язаних із аналізом 

процесів (явищ, сигналів), оцінкою їх параметрів, прийняттям на основі 

отриманих даних відповідних рішень. Ефективність прийняття рішень багато в 

чому визначається повнотою та достовірністю інформації про об’єкти та 

процеси, що досліджуються. Значну увагу привертають процеси, основною 

характерною особливістю яких є періодичність (ритмічність, циклічність). Такі 

процеси зустрічаються в метеорології, економіці, системах масового 

обслуговування, акустиці, медицині тощо. Для їх аналізу розроблені методи та 

програмні засоби цифрової обробки, зокрема спектрального аналізу, що 

реалізовані в комп’ютерних пакетах (Maple, MuPAD, Mathematica, Mathcad, 

MATLAB). В основі цих методів лежать фундаментальні результати теорії 

функцій (Д.Бернуллі, Л.Ейлер, Ж.Лагранж, Ж.Д’Аламбер, К.Вейерштрас), рядів 

Фур’є (Ж.Фур’є, М.Лузін, С.Бернштейн). Розроблені також інформаційні 

технології спектрально-кореляційного аналізу стаціонарних та періодичних 

процесів і послідовностей (О.Хінчин, Є.Слуцький, О.Коронкевич, Я.Драган, 

І.Яворський, М.Приймак), дискретного та швидкого перетворення Фур’є 

(J.Tukey, J.Cooley). Для випадків, коли невідомим є період функцій, розглядалися 

питання оцінки їх періоду (метод Бюй-Балло), гармонічного аналізу (A.Schuster). 

Проведений аналіз показав, що існуючі методи та прикладні програми не 

враховують особливості широкого класу процесів, які теж є періодичними, але 

при цьому їх період вже не є постійним, а певним чином змінюється. До таких 

процесів можна віднести електрокардіограми (ЕКГ), отримані під час чи після дії 

на організм людини фізичного навантаження чи іншого збудника 

психофізичного стану. Приклади аналогічних періодичних процесів зі змінним 

періодом існують у технічних системах – гідро- та віброакустичні сигнали, 

отримані під час роботи двигунів, дизель-генераторів в перехідних режимах, 

наприклад, після зміни зовнішнього навантаження.  
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Огляд літературних джерел показав, що ступінь повноти подання 

інформації про процеси зі змінним періодом із застосуванням відомих методів 

спектрального аналізу, вейвлет-аналізу є недостатнім для прийняття 

обґрунтованих рішень в багатьох практичних застосуваннях. Для його 

підвищення запропоновано використовувати функції зі змінним періодом, що 

введені в роботах Приймака М.В., але які не знайшли свого відображення при 

розробці інформаційних технологій для автоматизації аналізу процесів зі 

змінним періодом.  

Робота, яка націлена на вирішення науково-практичного завдання 

підвищення ступеня повноти подання інформації про процеси зі змінним 

періодом та рівня автоматизації їх аналізу шляхом розробки відповідних 

моделей, методів та інформаційних технологій, є актуальною. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота виконана в межах науково-дослідних робіт кафедри 

комп’ютерних наук Тернопільського національного технічного університету 

імені І. Пулюя, зокрема «Інформаційні технології дослідження процесів із 

характерними особливостями періодичності» (номер державної реєстрації 

0116U006601), держбюджетної теми  «Розроблення методів прогнозування 

довговічності сплавів з ефектом пам’яті форми за змінної амплітуди 

навантаження» (номер державної реєстрації 0117U002241), в яких автор була 

виконавцем окремих етапів, завдань та розділів, пов’язаних із розробкою методів 

та програмного забезпечення аналізу досліджуваних процесів. 

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є підвищення 

ступеня повноти подання інформації про процеси зі змінним періодом та рівня 

автоматизації аналізу цих процесів шляхом розробки моделі, методів та 

інформаційної технології для підтримки прийняття рішень. 

У відповідності до мети в дисертаційній роботі були поставлені наступні 

завдання: 

 провести аналіз проблеми дослідження процесів зі змінним періодом; 
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 розробити математичну модель для формалізації подання періодичних 

процесів зі змінним періодом; 

 побудувати ортогональну систему тригонометричних функцій зі 

змінним періодом та розробити алгоритм побудови рядів Фур’є періодичних 

функцій зі змінним періодом, що є основою інформаційної технології для аналізу 

процесів зі змінним періодом; 

 розробити метод оцінки змінного періоду для електрокардіограми, 

отриманої після фізичного навантаження та запропонувати нові діагностичні 

ознаки варіабельності серцевого ритму; 

 створити інформаційну технологію аналізу процесів зі змінним 

періодом. 

Об’єкт дослідження – процеси зі змінним періодом. 

Предмет дослідження – моделі, методи та засоби аналізу періодичних 

процесів зі змінним періодом. 

Методи дослідження. Вирішення завдань, поставлених в дисертаційній 

роботі, виконано з використанням методів теорії функцій і функціонального 

аналізу, теорії рядів Фур’є, чисельних методів, теорії алгоритмів, програмування 

та комп’ютерного експерименту. 

Наукова новизна отриманих результатів: 

 набула подальшого розвитку математична модель процесів зі змінним 

періодом за рахунок розробки та систематизації способів аналітичного подання 

функцій зі змінним періодом, що дозволило здійснювати перевірку правильності 

теоретичних положень теорії рядів для періодичних функцій зі змінним 

періодом; 

 вперше розроблено метод побудови рядів Фур’є періодичних функцій зі 

змінним періодом за рахунок подальшого розвитку ортогональної системи 

тригонометричних функцій зі змінним періодом та визначення коефіцієнтів 

Фур’є, що дозволило здійснювати спектральний аналіз процесів зі змінним 

періодом; 
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 вперше запропоновано метод оцінювання віддалі між періодичною 

функцією зі змінним періодом і її наближенням скінченним рядом Фур’є, що дає 

можливість оцінити точність та повноту подання інформації щодо процесів зі 

змінним періодом;  

 вперше запропоновано метод оцінки змінного періоду з врахуванням 

математичної моделі процесів зі змінним періодом, який за рахунок отримання 

додаткових параметрів дозволив підвищити ступінь автоматизації аналізу таких 

процесів.  

Практичне значення отриманих результатів. Розроблена на основі 

теоретичних досліджень нова інформаційна технологія дає можливість 

здійснювати аналіз процесів зі змінним періодом. Використання цієї технології 

в практичній діяльності дозволяє: 

 будувати ряди Фур’є періодичних функцій зі змінним періодом, їх 

амплітудний та фазовий спектри, що надзвичайно важливо для задач 

класифікації, розпізнавання емпіричних періодичних процесів зі змінним 

періодом в кардіології, гідро- та віброакустиці тощо; 

 отримувати додаткові параметри варіабельності серцевого ритму після 

дії на організм людини фізичного навантаження, що розширило інформативність 

діагностичних ознак для підтримки прийняття рішень в кардіології при 

дослідженні функціонального стану серцево-судинної системи людини, що 

підтверджено відповідними актами. 

Інформаційна технологія аналізу процесів зі змінним періодом, яка 

реалізована в програмних пакетах «Фур’є-аналіз функцій зі змінним періодом» 

та «Аналіз RR-інтервалів та оцінка варіабельності серцевого ритму», суттєво 

доповнюють відомі комп’ютерні пакети (Maple, Mathematica, Mathcad, 

MATLAB), може бути використана як для аналізу електрокардіограми після 

навантаження, так і інших процесів зі змінним періодом. 

Результати дисертаційної роботи впроваджено і використовуються у 

Збаразькій центральній районній комунальній лікарні (м. Збараж, Тернопільська 

обл., акт про впровадження від 4.04.2018 р.); в Інституті електродинаміки НАН 
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України (м. Київ, акт про впровадження від 20.06.2018 р.); в навчальному процесі 

кафедри комп’ютерних наук Тернопільського національного технічного 

університету ім. І. Пулюя (акт про впровадження від 24.07.2018 р.); у 

Комунальному підприємстві “Тернопільський міський лікувально-

діагностичний центр” Тернопільської міської ради (м. Тернопіль, акт про 

впровадження від 6.08.2018 р.); у навчальному процесі кафедри медичної 

інформатики Тернопільського державного медичного університету імені 

І.Я. Горбачевського при вивченні дисциплін «Комп’ютерне моделювання у 

фармації», «Медична інформатика», а також застосовано розроблену 

комп’ютерну програму як додаток до «Інформаційної системи оцінки фізичної 

реабілітації» для оцінки адаптаційних механізмів організму після фізичного 

навантаження (м. Тернопіль, акт про впровадження від 21.08.2018 р.). 

Особистий внесок здобувача. Наукові положення та основні результати, 

які містяться в дисертації, отримані здобувачем самостійно. В роботах, 

опублікованих у співавторстві, дисертанту належать: [1, 10, 25] – аналіз 

експериментальних даних, проведення апроксимації змінної частоти серцебиття 

після фізичного навантаження; [2, 23] – наведення прикладів тригонометричних 

функцій зі змінним періодом та їх подання в явному вигляді, побудова графіків 

функцій та їх змінних періодів; [3, 18] – узагальнення методу отримання 

тригонометричних функцій зі змінним періодом; [4, 19] – розроблення способів 

аналітичного задання функцій зі змінним періодом, запис виразів їх змінних 

періодів, обчислення коефіцієнтів Фур'є та побудова рядів Фур'є; [5, 22] – 

розробка інформаційної технології обчислення коефіцієнтів Фур'є для функцій 

зі змінним періодом та функцій з постійним періодом на прикладі періодичних 

коливань прямокутної форми, порівняння результатів, побудова графіків 

функцій та їх рядів Фур’є; [6] – проведення експериментів з відбору даних для 

досліджень варіабельності серцевого ритму після фізичного навантаження та 

обчислення параметрів оцінки змінного періоду електрокардіограм; [8, 9, 10] – 

обчислення коефіцієнтів ряду Фур’є для функції зі змінним періодом та їх 

порівняння на різних інтервалах ортогональності, побудова графіків функцій зі 
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змінним періодом; [12, 17] – знаходження інтервалів ортогональності, перевірка 

ортогональності системи функцій зі змінним періодом; [13] – перевірка 

твердження про взаємозв’язок змінних періодів системи тригонометричних 

функцій зі змінним періодом; [16] – аналіз літературних джерел в напрямку 

дослідження періодичних функцій та процесів; [21] – реалізація алгоритму 

наближення функцій зі змінним періодом; [24] – обґрунтування можливості 

використання пульсометра для проведення експериментальних досліджень 

варіабельності серцевого ритму після фізичного навантаження; [26] – 

розроблення програмного забезпечення для обчислення коефіцієнтів Фур’є та 

побудови рядів Фур’є для функцій зі змінним періодом; [27] – розроблення 

програмного забезпечення для оцінки варіабельності серцевого ритму після 

фізичного навантаження. 

Апробація результатів дисертації. Результати роботи опубліковано та 

обговорювались на міжнародних та всеукраїнських наукових конференціях, 

зокрема на: І науково-технічній конференції «Інформаційні моделі, системи та 

технології» (м. Тернопіль, 2011 р.); Всеукраїнській науковій конференції 

«Застосування математичних методів в науці і техніці» (м. Луцьк, 2011 р., 

2013 р.); Всеукраїнській науковій конференції «Сучасні проблеми теорії 

ймовірностей та математичного аналізу» (м. Івано-Франківськ, 2012 р.); IІ 

науково-технічній конференції  «Інформаційні моделі, системи та технології» 

(м. Тернопіль, 2012 р.); ХVIІ науковій конференції «Природничі науки та 

інформаційні технології» (м. Тернопіль, 2013 р.);  15-й і 17-й міжнародних 

наукових конференціях ім. акад. М. Кравчука (м. Київ, 2014 р., 2016 р.); 

Міжнародних науково-технічних конференціях Харківського національного 

університету ім. В. Каразіна (м. Харків, 2014 р., 2016 р.); XII Міжнародній 

конференції «Контроль і управління в складних системах (КУСС-2014)» 

(м. Вінниця, 2014 р.); VI Міжнародній науково-практичній конференції 

"Обробка сигналів і негаусівських процесів" (м. Черкаси, 2017 р.); VІ 

Міжнародній науково-технічній конференції молодих учених та студентів 

«Актуальні задачі сучасних технологій» (м. Тернопіль, 2017 р.); Міжнародній 
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науковій конференції «Сучасні проблеми математичного моделювання, 

обчислювальних методів та інформаційних технологій» (м. Рівне, 2018 р.). 

Матеріали дисертації обговорювалися на наукових семінарах кафедри 

комп’ютерних наук Тернопільського національного технічного університету 

ім. І. Пулюя. 

Публікації. За результатами дисертаційних досліджень опубліковано 

27 наукових праць, в тому числі 7 статей у наукових фахових виданнях України 

(одноосібних статей – 1), 3 з них входять до наукометричних баз даних з 

міжнародним індексом цитування (1 – Index Copernicus, Polish Scholarly 

Bibliography, 1 – Directory of Open Access Journals (DOAJ), 1 – Ulrich’s Web та 

Index Copernicus), 18 тез доповідей у працях міжнародних та всеукраїнських 

наукових та науково-технічних конференцій, отримано 2 свідоцтва про 

авторське право на комп’ютерні програми. 

Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

чотирьох розділів, загальних висновків, списку використаних джерел та 

додатків. Загальний обсяг дисертації становить 186 сторінок, з яких 125 сторінок 

основного тексту, 5 додатків на 19 сторінках, список літератури налічує 154 

найменування. 
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РОЗДІЛ 1 

ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОБЛЕМ АНАЛІЗУ ПРОЦЕСІВ ЗІ ЗМІННИМ 

ПЕРІОДОМ  

 

Для вирішення різноманітних задач, пов’язаних із аналізом процесів 

(явищ, сигналів), оцінкою їх параметрів, прийняттям на основі отриманих даних 

управлінських рішень широко використовуються інформаційні технології. Серед 

різноманітних процесів значну увагу привертають процеси та сигнали, основною 

характерною особливістю яких є періодичність (ритмічність, циклічність). Вони 

зустрічаються в техніці, метеорології, економіці, системах масового 

обслуговування, акустиці, медицині, зокрема це робота двигунів, різного роду 

генератори струму, спалахи на Сонці, магнітні бурі, робота серця, дихальний 

процес. Проте крім періодичних, період яких є постійним, зустрічаються 

процеси, період яких змінюється.  

 

1.1 Процеси зі змінним періодом 

 

Процес зі змінним періодом – це процес, для якого характерна 

періодичність, але при цьому період повторюваності певним чином змінюється, 

тобто є деякою функцією. Ця функція і є змінним періодом.  

Значна кількість таких процесів спостерігається в людському організмі. 

Для їх вивчення сформувався науковий напрямок «біоритмологія». Як 

зазначається в [149, с.15], з 30-х років ХХ ст. почався прогрес в дослідженні 

біологічних ритмів і була створена нова галузь наукових знань – хронобіологія 

(від сhronos – час, biology – біологія) – термін, в широкому сенсі, позначає 

напрямок в біології, що досліджує періодичні (циклічні) феномени, що 

протікають в живих організмах з бігом часу, адаптуючись при цьому до сонячних 

і місячних ритмів і породжуваних ними періодичних кліматичних і погодних 

змін на Землі. Ці цикли називають біологічними ритмами. Тому в сучасній науці 
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паралельно із терміном «хронобіологія» використовуються як рівнозначний 

також термін «біоритмологія». 

Хронобіологія включає в себе проблеми генетики і фізіологічних 

механізмів коливних процесів, синхронізації їх один з одним та із зовнішніми 

факторами середовища [150, с.206]. В багатьох питаннях хронобіологія 

перетинається із хрономедициною, що включає проблеми хронотерапії, 

хронофармакології, хронобіології спорту [151, с.231, 232]. На даний час в 

організмі людини вже відстежують близько 150 біоритмів, які «відповідають» за 

різні фізіологічні процеси (понад 900 фізіологічних функцій, що мають 

ціркаціанну ритмічність [149, с.27]). 

Існує класифікація біоритмів за різними ознаками [42, с.12-19; 148, с.7; 152, 

с.17-37], зокрема, за причиною їх виникнення (екзогенні і ендогенні); величиною 

(тривалістю) періоду та характером періоду (постійний чи змінний) тощо. 

Відповідно до екзогенних, що виникають при періодичній дії зовнішніх 

факторів, і ендогенних, що породжуються всередині системи, ритмів 

розрізняють два типи коливних процесів: адаптивні ритми або біоритми – 

коливання з періодами, близькими до основних геофізичних циклів, роль яких 

полягає в адаптації організму до періодичних змін довкілля; фізіологічні або 

робочі ритми – коливання, що відображають діяльність фізіологічних систем 

організму [149, с.19]. 

За величиною періода розрізняють такі найважливіші види біологічних 

ритмів (за основу взята класифікація Н. Л. Асланяна [149, с.19,20]): білясекундні 

(з періодом близько 1-ї секунди) – циклічна активність серця, протягом 

приблизно секунди в серцевому м'язі відбувається суттєва зміна концентрації 

аденозинтриортофосфатної кислоти; біляхвилинні (з періодом близько 1-ї 

хвилини) – циклічні зміни електричної активності головного мозку, що 

реєструються на електроенцефалограмі; білягодинні (з періодом близько 1 

години) – ритмшлункової моторики; ультрадіанні (з періодом 3-20 годин) – 

динаміка загального білірубіну і трансамінази в сироватці крові; циркадіанні 

(білядобові, від лат. Circa – близько, кругом і лат. Dies – день, з періодом від 22 до 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
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28 годин) – головні біоритми організму; інфрадіанні – ритми з періодом 28-96 

годин; білянедільні – ритми з періодом 4-10 днів; білямісячні (з періодом 25-35 

днів); циркані (сезонні) – ритми з періодом 2-4 місяці; білярічні або 

циркааннуальні (від лат. Annus – рік) ритми – пов'язані з одним оборотом Землі 

навколо Сонця і спостерігаються в постійних умовах. Їх період становить 

приблизно 10-13 місяців [91, с.16]; багаторічні (близько 4, 11, 100 років) – 

біоритми пов'язані з сонячною активністю і характерні не тільки для окремих 

організмів, але і для цілих популяцій, поколінь, соціальних і історичних 

процесів.  

Щодо характеру періоду (постійний чи змінний), то із наведеної вище 

класифікації біоритмів видно, що майже перед кожною назвою стоїть приставка 

біля (або близько – від лат. Circa), що означає відсутність стабільного періоду та 

наявність певних меж його зміни. Для прикладу можна вказати, що згідно з 

правилом Ашоффа [91, с.15], період циркадіанного ритму активності зі 

збільшенням інтенсивності освітлення у денних тварин, розміщених в умови 

постійного освітлення, зменшується, а у нічних – зростає.  

Центральне місце серед ритмічних процесів займає циркадіанннй 

(білядобовий, близькодобовий) ритм, який має найбільше значення для 

організму. Період циркадіанних ритмів триває у рослин 23-28 годин, у тварин 

23-25 годин. Оцінюючи коливання ціркадіанних ритмів, Г.Б. Федосєєв, 

Н.А. Агаджанян і І.Б. Воронов (1987) і ін. наголошують: «Найбільш інтригуючою 

загадкою біоритмології є питання, чому ритми, що погоджують життєдіяльність 

органів з «хронометром», точним до часток секунди (астрономічна доба), самі 

мають систематичну «похибку» до декількох годин?» Можна припустити, що 

саме ця «помилка» дає можливість синхронізувати між собою різні біоритми. 

[149, с.20]. 

В багатьох літературних джерелах наводяться результати 

експериментальних досліджень, які підтверджують наявність біоритмів, які 

мають періодичний характер, проте строга періодичність відсутня, тобто їх 

період відносно основного періоду (доба, рік тощо) зазнає певних змін. На 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
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рис. 1.1 подані циркадіанні адаптивні ритми трьох показників працездатності – 

швидкості обчислень, швидкості реакції на зоровий стимул і сила стискання 

кисті руки. Кожна крива усереднена по n  досліджуваних [42, с.365]. 

 

 

Рисунок 1.1 – Циркадіанні ритми трьох показників працездатності: 

швидкості обчислень, шидкості реакції на зоровий стимул і сила стиснення 

кисті руки 

 

Циркадіанний характер має температура тіла. Це наглядно видно із 

рисунка 1.2, на якому відтворені результати експериментальних даних [152, 

с.31]. 

В цій же роботі наведені емпіричні графіки, на яких проілюстровано 

періодичні білясекундні фізіологічні біоритми (ритми з короткими періодами). 
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Рисунок 1.2 – Середньодобова зміна температури тіла трьох досліджуваних 

ранішнього і вечірнього типів 

 

На рис. 1.3 зображено середні добові фізологічні коливання частоти 

дихання у 50 досліджуваних в лежачому положенні [152, с.84], на рис 1.4 – 

коливання частоти пульсу, кровопостачання шкіри (вимірювання 

теплопровідності) і дихання [152, с.116]. 

 

Рисунок 1.3 – Середні добові фізіологічні коливання частоти дихання у 50 

досліджуваних в лежачому положенні 

 

 

Рисунок 1.4 – Зміна частоти пульсу, кровопостачання шкіри (вимірювання 

теплопровідності) і спонтанного дихання 
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Наглядним і добре відомим прикладом процесу зі змінним періодом є 

електрокардіограми (ЕКГ), отримані під час чи після дії на організм пацієнта 

фізичного навантаження чи іншого збудника «спокою. На рисунку 1.5, графік 1а, 

– наведено відрізок ЕКГ, отриманої через 60 с. після дії навантаження, на 

графіках 1б і 1в – відрізки ЕКГ такої ж довжини, але отримані через 120 с. і 180 с. 

після навантаження. Аналізуючи графіки, можна стверджувати, що форма 

електрокардіограми має характер повторюваності як на кожному із графіків, так 

і на різних графіках. Але при цьому легко бачити, що період повторюваності 

змінюється, а саме збільшується, та із плином часом стабілізується, що з 

медичної точки зору відповідає зменшенню частоти пульсу. 

 

а) 1 хвилина після навантаження 

 

б) 2 хвилини після навантаження 

 

в) 3 хвилини після навантаження 

Рисунок 1.5 –  Фрагменти електрокардіограми, отримані через різні 

проміжки часу після дії навантаження 

 

Очевидно, подібною до ЕКГ буде поведінка спірограм, теж отриманих 

після дії на організм людини навантаження чи іншого збудника психофізичного 

стану. 

Крім процесів зі змінним періодом, що зустрічаються в медицині, 

аналогічні процеси існують у технічних системах – гідро- та віброакустичні 

сигнали, отримані під час роботи двигунів, дизель-генераторів в перехідних 

режимах, наприклад, після зміни зовнішнього навантаження, звук сирени 

машини під час руху (віддалення чи приближення), гідроакустичні коливання 
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надводних і підводних об’єктів при зміні швидкості руху, робота різноманітних 

машин і механізмів в перехідних режимах. За даними Міжнародної служби 

обертання Землі добовий період обертання Землі є змінним.  

Для автоматизації та спрощення аналізу процесів зі змінним періодом, а 

також для підвищення рівня об’єктивності та достовірності аналізу таких 

процесів важлива наявність інформаційних технологій (ІТ). ІТ – це сукупність 

методів, виробничих процесів і програмно-технічних засобів, об’єднаних у 

технологічний ланцюжок, що забезпечує збір, зберігання, обробку, висновок і 

поширення інформації для зниження трудомісткості процесів використання 

інформаційних процесів, підвищення їх надійності та оперативності [92]. 

Основні функції інформаційної технології зображені на рисунку 1.6 

 

 

Рисунок 1.6 – Основні функції інформаційних технологій 

 

ІТ аналізу процесів з властивістю періодичності можна подати у вигляді 

схеми, зображеної на рисунку 1.7. 

 

Рисунок 1.7 – Схема ІТ аналізу періодичних процесів 
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Дослідження періодичності здійснювалось протягом тривалого відрізка 

часу, при цьому отримано ряд важливих результатів.  

 

1.2 Огляд існуючих моделей періодичних процесів та методів їх 

аналізу  

 

Це питання є важливим, оскільки деякі із існуючих методів дослідження 

процесів з постійним періодом будуть використані при вивченні процесів зі 

змінним періодом. 

 

1.2.1 Методи та програмні засоби аналізу періодичних функцій  

Згідно [87, с.455] функція  xf , визначена на множині I , називається 

періодичною, якщо існує таке число 0T , що для довільного Ix , такого що 

значення Tx   також належить I , виконується рівність 

   Txfxf  . 

Методи дослідження періодичних функцій ґрунтуються на теорії функцій 

та теорії тригонометричних рядів Фур’є. Щодо виникнення самих рядів, то часто 

їх пов’язують саме із Ж.Б.Фур’є (1768-1830). Наприклад, в [31, с.569] говориться, 

що «Фур’є в 1811 році розробив вчення про подання функції у вигляді 

тригонометричного ряду». У своїй статті про розповсюдження тепла всередині 

твердих тіл Фур’є записав тригонометричний ряд 







1

0 sincos
2 k

kk
kxbkxa

a
 (1.1) 

для «довільно заданої» функції    2,0, xxf , і дав правило обчислення 

коефіцієнтів k
a  і k

b  цього ряду [32, с.323],  тобто записав формули 

 
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0
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kxdxxfb
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Формули (1.2) для визначення коефіцієнтів ряду (1.1) розв’язали «спір про 

коливання струни», а самі коефіцієнти зразу ж отримали ім’я «формули Фур’є» 

(«коефіцієнти Фур’є»). 

Поняття функції, а також поняття її ряду Фур’є уточнялося, 

вдосконалювалося. Наприклад, якщо функція  xf  в загальному є періодичною 

з періодом T , то її ряд Фур’є записується у вигляді 

   
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2 k k
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a
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
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а коефіцієнти ряду визначаються за формулами 
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Знак  в (1.3) означає, що функція  xf  і її ряд Фур’є не обов’язково 

співпадають. Рівність може виконуватися лише при певних умовах, накладених 

на функцію. Наприклад, коли функція  xf  є диференційованою на інтервалі 

 T,0 , то функція  xf  і її ряд Фур’є співпадають, тобто 
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Якщо для періодичної функції  xf  замість її періоду T  використати 

частоту 
T

def 


2
1
  та позначення 1

 k
k
 , то ряд Фур’є і його коефіцієнти 

можна записати у вигляді: 
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В прикладних дослідженнях (акустика, радіо- та електротехніка, механіка) 

[27]  ряд Фур’є зручно подавати у вигляді  
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(1.8) 

Ряд Фур’є у вигляді (1.7) отримав назву тригонометричної форми ряду 

Фур’є. Послідовність коефіцієнтів ,...2,1,0, kA
k

, що входять в (1.7), називають 

амплітудним спектром функції. Для наочності амплітудний спектр зображають 

у вигляді графіка, показаного на рисунку 1.8, де у відповідність частотам k
  

поставлені коефіцієнти k
A . 

 

 

Рисунок 1.8 – Спектри періодичного сигналу:  а) амплітудний, б) фазовий 

 

Послідовність фаз  ,...,2,1,0, k
k

 , які входять в (1.7), називають фазовим 

спектром функції і подібно до амплітудного спектру його теж можна зображати 

графічно. Амплітудний і фазовий спектри відображають амплітудні та 

відповідно частотні характеристики функції (сигналу, процесу). Дослідження 

цих спектрів (в першу чергу амплітудного спектру) часто називають 

спектральним аналізом функції [145]. 

Для побудови рядів Фур’є із використанням обчислювальних засобів, 

зокрема комп’ютерів, використовують квадратурні формули, які дозволяють 
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знайти наближені значення коефіцієнтів kk
baa ,,

0 , які позначимо відповідно 

через kk
baa
~

,~,~
0 . Такими формулами замість (1.4) будуть відповідні їм 

інтегральні суми [27, 43] 
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де 
N

T
x   – крок дискретизації, 1,...,0,  Nixix

i
, – дискретні значення 

аргументу x , )()(
ii

xfxiff   – дискретні значення функції  xf . 

Якщо тепер розглядати ряд Фур’є на дискретній множині точок 
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 причому за коефіцієнти Фур’є взяти значення 
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обчислені згідно (1.9), то в цьому випадку на відміну від (1.5) отримаємо 

«дискретний варіант» ряду Фур’є, тобто ряд Фур’є в дискретній множині точок 
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Подібно до (1.7) ряд Фур’є (1.10) можна записати у вигляді 
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41 

В розкладі (1.11) послідовності 
k

A
~

 і ,...,2,1, k
k

  – амплітудний і фазовий 

спектри дискретного ряду Фур’є. 

Оскільки при реальних обчисленнях ми можемо використовувати лише 

скінченну кількість доданків ряду (1.10), то таке обмеження буде одним із 

джерел похибок при представленні значень функції рядом Фур’є. Якщо взяти 

скінчену суму доданків в (1.10) і позначити її через if , то виходить, що скінчений 

ряд Фур’є на дискретній множині точок обчислюються за формулою 
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Відзначимо, що сукупність алгоритмів і програмних засобів дослідження 

періодичних функцій, тобто побудова їх рядів Фур’є та знаходження їх 

амплітудного і фазового спектрів іноді називають Фур’є-аналізом періодичних 

функцій. Метод Фур’є-аналізу є однією із основних складових інформаційних 

технологій аналізу періодичних функцій, як моделі періодичних процесів.  

Фур’є-аналіз можна використовувати не тільки для періодичних функцій, але 

також для функцій, що розглядаються на довільному відрізку  T,0 . При цьому, 

хоча сама функція не є періодичною, ряд Фур’є є періодичним із періодом T . 

Отже, Фур’є-аналіз періодичних функцій ґрунтується на формулі (1.5) 

ряду Фур’є, на формулах (1.6), згідно яких знаходяться коефіцієнти ряду, та на 

формулах (1.7) і (1.8) для визначення амплітудного і фазового спектрів 

досліджуваної функції. Для дискретного варіанту такими формулами є (1.9), 

(1.10) і (1.11), (1.12). Ці розрахункові формули включені практично у всі відомі 

універсальні системи (Derive, Maple, MuPAD, Mathematica, Mathcad, MATLAB 

тощо) [141]. Для прикладу на рисунку 1.9 показано результати Фур’є-аналізу з 

використанням системи MATLAB [58]. 
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Рисунок 1.9 –Вікно дискретного прямого перетворення Фур’є у MATLAB 

 

Зліва наведено заповнення масивів аргументу, а справа – графічне 

представлення дискретного перетворення Фур’є. 

 

1.2.2  Вейвлет-аналіз  

Для дослідження процесів використовують вейвлет-перетворення [1, 30, 

59, 63, 81]. Слово вейвлет (англ.: wavelet) означає коротку (маленьку) хвильку 

або хвилі, що ідуть одна за одною. Основна суть вейвлет-перетворення полягає 

в тому, що він є різновидністю спектрального аналізу, задача якого зводиться до 

розкладу в ряд довільної функції (сигналу). Сукупність базисних функцій, по 

яких здійснюється розклад, утворюється з однієї і тієї ж функції-прототипу 

(функції, що породжує) за допомогою її зсувів та розтягів. При цьому середнє 

значення кожної функції в області визначення дорівнює нулю (умова 

допустимості). Такі базисні функції називаються вейвлетами. По локалізації у 

часовому та частотному представленні вони займають проміжну нішу між 

гармонійними функціями локалізованими по частоті і функцією Дірака, 

локалізованою в часі. Методи вейвлет-перетворення дозволяють акцентувати 

увагу на дрібних деталях функції, які на різних інтервалах досліджуваної функції 

можуть бути різними. Недоліком вейвлет-перетворення є те, що вибір 

конкретного виду вейвлета та оптимальні значення параметрів вейвлет-

перетворення залежать від характеристик досліджуваної функції і від цілей 
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проведення аналізу, і повинні підбиратися з використанням чисельних 

експериментів. 

 

1.2.3 Майже періодичні функції 

До детермінованих моделей періодичних сигналів, функцій іноді відносять 

майже періодичні функції. Говорять, що майже періодична функція – це функція, 

значення якої при додаванні до аргументу певним чином обраних постійних 

чисел (майже періодів) приблизно повторюються. Більш точно: неперервна 

функція )(xf , визначена для всіх дійсних значень x , називається майже 

періодичною, якщо для кожного 0  можна вказати таке  ll  , що в кожному 

інтервалі осі x  довжини l  знайдеться хоча б одне число    , для якого при 

будь-якому x  виконується нерівність       xfxf . Число   називають 

майже періодом функції )(xf . Одним із найпростіших прикладів майже 

періодичної функції є функція xxxf 2coscos)(  . 

Теорією майже періодичних займалися різні вчені. Вперше побудова 

неперервних майже періодичної функції була зроблено датським математиком 

Г. Бором (1923). Раніше у 1893р. окремий випадок майже періодичних функцій 

– так звані квазіперіодичні функції – вивчав латвійський математик П. Боль. 

Нову побудову теорії майже періодичних функцій дав М.Боголюбов (1930). 

Узагальнення теорії майже періодичних функцій на випадок розривних функції 

вперше було дано В.Степановим (1925), а пізніше Г.Вейлем і А.Безиковичем. 

Узагальнення іншого роду було дано радянським математиком Б.Левітаном 

(1938) та С.Бохнером [10, 33, 73].  

Зазначимо, що згідно літературних джерел, майже періодичні функції 

мають деяке теоретичне значення, проте їх використання для задач практики 

зустрічаються рідко. 

 

https://www.booksite.ru/fulltext/1/001/008/124/139.htm
https://www.booksite.ru/fulltext/1/001/008/106/225.htm
https://www.booksite.ru/fulltext/1/001/008/003/706.htm
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1.2.4 Аналіз стохастично періодичних процесів 

Серед періодичних процесів оточуючого нас світу чільне місце займають 

стохастично періодичні (іноді говорять ритмічні, циклічні) процеси (явища, 

сигнали, поля, системи). Під цим розуміється, що вони мають стохастичний 

(тобто зумовлений випадковістю) характер, але при цьому їх певні ймовірнісні 

характеристики повторюються, змінюються періодично. Приклади стохастично 

періодичних процесів можна навести як із повсякденного життя, так із багатьох 

областей науки і техніки. Стохастично періодично із періодом 24T  год. 

змінюється температура навколишнього середовища, освітленість, причому для 

цих метеофакторів, крім добової періодичності, має місце також сезонна (річна) 

періодичність. Для більшості систем масового обслуговування стохастично 

періодичними є їх вхідні потоки вимог (викликів, подій). Це, зокрема, виклики 

на швидку допомогу, інформаційні потоки в інтернет-мережах, потоки 

автомобільного транспорту на АЗС, інтенсивність злетів і посадок літаків в 

аеропортах. Стохастично періодичними є навантаження енергосистем, графіки 

газо-, водоспоживання. До стохастичних належать багато шумоподібних 

сигналів. Це віброакустичні шуми багатьох машин, механізмів; шуми кавітації 

гребних гвинтів кораблів і підводних човнів; акустичні шумові сигнали, що 

виникають при циклічних навантаженнях конструкційних матеріалів. Ритмічно 

пульсує випромінювання зірок, всередині яких відбуваються циклічні ядерні 

реакції. Стохастична періодичність спостерігається також і для сонячної 

активності, яку характеризують числами Вольфа – інтегральними показниками 

числа сонячних плям. Дослідження показали [21], що для сонячної активності її 

період 125.11T  років за Шустером ( 6.10T  років за Юлом). Рух місяця 

викликає циклічні коливання рівня моря, морські припливи і відливи. В 

стохастично періодичному режимі функціонують багато біологічних систем. 

Щодо методів дослідження стохастично періодичних процесів, то 

важливо наголосити, що в їх основі суттєво використовуються методи та 

алгоритми статистичного аналізу стаціонарних послідовностей, в першу чергу 

стаціонарних в широкому розумінні, та стаціонарних ланцюгів Маркова. 
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Послідовність випадкових величин 

,...,...,
1 i

 . (1.14) 

називається стаціонарною в широкому розумінні (слабо стаціонарною або 

стаціонарною за Хінчиним, іноді стаціонарною другого порядку) [65], якщо її 

математичне сподівання і дисперсія є постійними, а кореляційна функція 

залежить лише від різниці аргументів, тобто 

,....2,1,  iconstm
i
 ,    ,....2,1,

2
 iconstdmMD

ii
 , 

        ijRijRmm
ji

  , . 

Середньоквадратичне відхилення d . 

Для стаціонарних послідовностей побудовані і досліджені оцінки їх 

основних параметрів [65].  

Огляд основних моделей стохастичної періодичності та методів її 

дослідження здійснено згідно робіт [68, 103]. На перших порах спроби вивчення 

стохастично періодичних процесів зводилися до застосування при цьому так 

званого методу «приведення реальних нестаціонарних процесів до 

стаціонарних». Суть його полягає в тому, що для опису процесів, які не є 

стаціонарними, використовують певні модифікації стаціонарних процесів. 

Наприклад, у випадку, коли стаціонарність може бути обґрунтована на відносно 

невеликих часових інтервалах, вважають, що його моделлю є кусково (локально) 

стаціонарний процес.  

До перших моделей, які хоч в певній мірі дозволяють враховувати 

стохастичну періодичність, можна віднести адитивну і мультиплікативну моделі. 

Адитивна модель має вигляд 

       ,,,
1

batttft    (1.15) 

де  tf  – тренд, що являє собою періодичну функцію,  t
1
  – стаціонарний 

процес. В технічних застосуваннях модель (1.15) використовується при описі 

сингалів на фоні завад. В [144] цю модель було використано для опису та аналізу 

графіків енергонавантажень. 
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Крім (1.15), для врахування стохастичної періодичності процесів 

пульсуючого характеру іноді використовують мультиплікативну модель 

     ,
1

ttft    (1.16) 

де  tf  і  t
1
  мають такий самий зміст, що і в (1.16). 

Першою моделлю, яка на строгому математичному рівні дає можливість 

враховувати стохастичну періодичність процесів, є клас періодично 

корельованих випадкових процесів (ПКВП), вперше розглянутий 

О.Коронкевичем [70]. Випадковий процес       ,,,
2

ttMt   є 

періодично корельованим, якщо його математичне сподівання і кореляційна 

функція є періодичними, тобто 

   TtMtM   ,           TtTtRttMttR 
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 де      tMtt  


 – центрований процес, 0T  – період кореляції. 

Як наслідок, дисперсія ПКВП також є періодичною з періодом T : 

       TtDTtTtRttRtD   ,, . 

Оцінка періоду для ПКВП вперше була побудована в [41,116]. Щодо 

методів статистичного аналізу, то оцінки періодичних математичного 

сподівання ПКВП, кореляційної функції, дисперсії розглядалися в ряді робіт 

Я.Драгана, зокрема в роботі [54]. 

Для більш глибокого дослідження стохастично періодичних процесів з 

врахуванням періодичності їх ймовірнісних характеристик в рамках функції 

розподілу можуть бути використані періодичні випадкові процеси (ПВП) [65, 

135].  

Для таких процесів також розроблені методи їх дослідження [25, 54, 55, 68, 

71, 83, 85, 96, 97, 103, 116, ]. 

Основну увагу нижче ми звернемо на методи дослідження процесів зі 

змінним періодом. 
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1.3 Аналіз існуючих методів дослідження процесів зі змінним 

періодом  

 

1.3.1  Методи дослідження біоритмічних процесів 

Перше експериментальне вивчення ритму змін фізіологічного стану 

організму було проведено в 1667 р Санкторіусом [149, с.10]. В цій же роботі 

містяться подальші кроки дослідження біоритмів, зокрема вказується, що 

приблизно через 100 років після дослідів Санкторіуса з'явилися публікації, що 

розширюють рамки знань про біоперіодічность. Де Кортер (1736 р.), потім 

Мартін (1773 р.) повідомили про добові коливання температури тіла. 

Христофор Гуфелянд, який в 1797 р, розглядаючи коливання температури 

тіла у здорових і хворих пацієнтів, висловив припущення про те, що в організмі 

існує «внутрішній годинник», хід якого визначається обертанням Землі навколо 

своєї осі. Він вперше звернув увагу на універсальність ритмічних процесів у 

біологічних об'єктів. Раніше, в 1729 р. французький астроном, математик і фізик 

Жан Жаку де Мерані, вивчаючи особливості сонячного світла і обертання Землі, 

встановив, що в умовах темряви і постійної температури рослини зберігають 

властиву їм двадцяти чотирьох годинну періодичність руху листя, зв'язавши тим 

самим цей феномен не з освітленістю, а з обертанням нашої планети. [149, с.11]  

Незважаючи на досить велику кількість результатів експериментальних 

досліджень біоритмічних процесів [42, 91, 148-152], арсенал методів їх обробки, 

статистичного аналізу досить обмежений, за винятком деяких елементарних 

досліджень. Так в [152, с.67, 68] йдеться, що для обробки біоритмічних процесів 

можуть використовуватися методи аналізу часових рядів, які частково 

проводяться за допомогою комп'ютерних програм. Періоди більшості біоритмів 

є змінними, як приклад, на рисунку 1.10 показаний частотний розподіл періодів 

серцевого ритму, ритму дихання, артеріального тиску і кровообігу [152, с.35]. 
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Рисунок 1.10 – Частотний розподіл періодів серцевого ритму, ритму дихання, 

артеріального тиску і кровообігу 

 

Значна увага в біоритмології приділяється механізмам виникнення 

біоритмічних процесів, причинам їх породження, наявності взаємозв’язку різних 

біоритмічних процесів. Найбільш відомою є координація ритму між серцевим 

ритмом і диханням. Для здорової людини це співвідношення становить 4:1. 

Подібні співвідношення виявляються і у теплокровних тварин; а у риб ритм 

дихання може бути більш частим, ніж серцебиття [152, с.33]. Результат такого 

аналізу зображений на рисунку 1.11, де наведені середні показники і довірчі 

інтервали співвідношення пульс/дихання у 15 пацієнтів під час різних 

лікувальних курсів в умовах високогір’я [152, с.49]. 

 

 

Рисунок 1.11 – Середні показники і довірчі інтервали співвідношення 

пульс/дихання у 15 пацієнтів під час різних лікувальних курсів в умовах 

високогір’я 
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Як видно із попереднього огляду, дослідження біоритмічних процесів має 

епізодичний характер. Ряд питань залишаються мало дослідженими, деяким із 

них практично ніякої уваги не приділялося. Про такий стан і його причини 

стверджується в [150, с.17]: «Ритмічність природних процесів не викликає 

сумнівів, спостережлива людина відзначить циклічність явищ неозброєним 

оком. Однак, коли мова заходить далі описових трактувань і спостережень, 

дослідник стикається з цілою низкою труднощів, оскільки подальша робота 

вимагає не тільки медико-біологічної трактування, а й знань математики, 

статистики, програмування». Нижче в цій же роботі наголошується: «На 

сьогоднішній момент існує безліч друкованих робіт по хронобіології на 

найрізноманітніші тематики, але розділ обчислювальних методів аналізу 

біологічних ритмів залишається нерозкритим і одночасно вкрай затребуваним» 

[150, с.18]. 

Такий же погляд описано в роботі [151, с.235]: «… проблеми геліобіології 

знаходяться на стику багатьох дисциплін: фізики, біології, медицини, 

математики. …. рішення багатьох питань не підвладне фахівцеві в одній області, 

а необхідно обговорення на міждисциплінарному рівні, із спеціалістами 

суміжних областей, залучати до дослідження фахівців в різних галузях і 

спільними зусиллями вирішувати поставлені на сьогоднішній день перед наукою 

проблеми». 

Серед розглянутих процесів зі змінним періодом особливу увагу 

привертають електрокардіограми, отримані після дії на організм людини 

фізичного навантаження чи іншого збудника спокою. 

 

1.3.2 Аналіз електрокардіограми як періодичного процесу 

При дослідженні ЕКГ,  в першу чергу проводять аналіз серцевого ритму, 

адже правильний ритм забезпечує оптимальне кровопостачання організму при 

мінімальних навантаженнях на серцевий м’яз. Тому важливою характеристикою 

ЕКГ є ритм та варіабельність серцевого ритму. Нагадаємо [66], що варіабельність 
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серцевого ритму – це нерівномірність частоти серцевих скорочень обумовлена 

впливом на неї різноманітних регуляторних процесів в організмі.  

Можна виділити два основних рівні, що використовуються для 

дослідження ЕКГ. Це емпіричний і теоретичний рівні. Емпіричні методи 

дослідження ЕКГ переважно використовують в кардіологічній практиці і 

здебільшого мають умоглядний характер. Спрямовані такі методи на аналіз 

форми ЕКГ загалом та на її окремі фрагменти: зубці, інтервали, комплекси, їх 

амплітудно-часову поведінку, тривалості і ймовірнісні властивості RR  

інтервалів та ін. [9, 66, 22, 23, 24, 20, 89, 142, 143]. Проте багато методів 

емпіричного рівня залишаються без теоретичних досліджень, теоретичного 

підґрунтя. Для наочності на рисунку 1.12 показаний один із фрагментів ЕКГ, 

взятий із [142] та зображений RR  інтервал, що являє собою віддаль між двома 

сусідніми R -зубцями, а зубець R  – це найбільш виражений зубець ЕКГ [66]. 

 

 

Рисунок 1.12 – Фрагмент нормальної ЕКГ в одному відведенні 

 

В роботах теоретичного характеру дослідження ЕКГ значна увага 

звертається на використання понять, визначень, моделей, алгоритмів, теорії 

рядів Фур’є, теорії випадкових процесів, математичної статистики, 

інформаційних технологій тощо. Тут варто виділити декілька основних 

напрямків досліджень. 
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Дослідження амплітудно-частотних та фазо-частотних характеристик ЕКГ 

проводять методами Фур’є-аналізу. Про існуючі методи йдеться в [2, 18, 66, 89, 

142]. Для отримання чисельних результатів обробки ЕКГ згідно цих методів 

можуть бути використані можливості сучасних програмних засобів 

комп’ютерної математики (Derive, Maple, MuPAD, Mathematica, Mathcad, 

MATLAB). 

Значна увага приділяється статистичним методам дослідження ЕКГ, в 

першу чергу аналізу R-R інтервалів як послідовності випадкових величин [7, 8, 

14, 22, 24, 66, 89, 142, 149]. При умові, що ця послідовність є стаціонарною, 

оцінки математичного сподівання, дисперсії, кореляційної функції 

середньоквадратичного відхилення є надзвичайно інформативними при 

встановленні варіабельності серцевого ритму. 

В роботах [53, 56] запропоновано дослідження ЕКГ на основі періодично 

корельованих випадкових процесів. Розроблені для цих процесів методи 

дозволяють знаходити оцінки періодичних ймовірнісних характеристик ЕКГ – 

математичного сподівання, дисперсії, кореляційної функції 

середньоквадратичного відхилення. По суті це дослідження просторово-часової 

структури (просторово-часові характеристики) ЕКГ із врахуванням 

періодичності і випадковості в рамках перших двох момент них функцій. 

Згадаємо роботи [77, 78], в яких за модель сигналів серця вибрано лінійні 

періодичні випадкові процеси. З їх допомогою обґрунтовано моделі сигналів в 

електроенергетиці, акустиці [94, 13, 79, 38], причиною виникнення стохастичної 

періодичності яких є дія на лінійну систему періодичних білих шумів [38, 54, 79, 

94, 106, 115]. Для лінійних періодичних процесів розроблені інформаційні 

технології їх статистичного аналізу та прогнозу [94, 79, 23], розпізнавання 

гіпотез [84]. 

Зустрічаються поодинокі роботи, що стосуються обробки ЕКГ в фазовому 

просторі координат [4, 5, 142, 154]. 

Щодо задачі дослідження ЕКГ, отриманих після дії на організм фізичного 

навантаження чи іншого збудника спокою, то для її розв’язку використовуються 
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підходи, в основі яких лежать методи дослідження послідовностей RR  

інтервалів [56, 139]. Але такі послідовності вже не є стаціонарними, і в 

загальному випадку не існує теорії статистичних методів їх аналізу та обробки, 

а тому дослідження ЕКГ в цілому ще далеке від достатньо повного вирішення. 

Аналіз ЕКГ з навантаженням – найбільш ефективний метод дослідження 

роботи серцевого м’яза, що дозволяє виявити приховані патології і призначити 

адекватне лікування. ЕКГ з навантаженням проводиться для дослідження людей, 

що займаються професійним спортом, особам, які працюють в рятувальних 

службах, спецпідрозділах, також дітям, яким необхідно уточнити можливість 

займатися яким-небудь видом спорту, уточнити причину прискорених 

серцебиття, болі в області грудної клітини. Показники, отримані в ході 

процедури, використовують або для підтвердження діагнозу, або для його 

виключення. Таке дослідження дозволяє проконтролювати ефективність 

призначеної терапії серцево-судинних патологій перед реабілітаційним періодом 

після перенесеного інфаркту міокарда або оперативних втручань на серці. 

Кардіограма з навантаженням проводиться методом функціональних проб, 

велоергометрією (на велотренажері), методом Тредміл (на біговій доріжці), 

методом холтерівського моніторингу. У вигляді функціональних проб 

використовується бігова проба (біг на місці протягом 15 секунд); спосіб Мартіне 

(20 присідань за 30 секунд і зняття показів перед початком виконання вправи, 

після його закінчення, через 3 хвилини після запропонованої навантаження); 

степ-тест (20 вправ на степ-площадці); кліно-ортостатичні проби (для 

дослідження дітей, у яких є ознаки серцевої патології).  

При холтерівському моніторингу прикріплений датчик, що зчитує 

показання серцевого ритму не тільки в період активності, але і під час сну, фіксує 

всі зміни в протягом доби. Недоліком є необхідність ведення пацієнтом 

щоденника, в який записуються всі навантаження, прийом медикаментів. Далі 

проводиться зчитування інформації фахівцем і проводиться ретроспективний 

аналіз. Зазвичай висновок видається на наступний день. 
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У працях медичного характеру [2, 4, 5, 8, 9, 17, 18, 60, 61, 66, 82, 142, 143, 

146, 153], описується дослідження варіабельності серцевого ритму для 

контролю, порівняння та відслідковування динаміки функціонального стану й 

рівня здоров’я організму, авторами яких є Баєвський Р.М., Парин В.В, Жемайтіде 

Д.І., Нідеккер І.Г., Власов Ю.А., Кудрявцева В.І., Вентцель М.Д., Нікуліна Г.А, 

Кирилов, О.І., Клецкин СЗ., Яблучанский Н. И, Файнзільберг Л.С., Malik M., 

Pagani M., Sayers B., Schmidt G. 

За даними Баєвського Р.М., особливості адаптаційних реакцій організму 

можна оцінити за допомогою аналізу варіабельності серцевого ритму, оскільки 

його специфіка дає можливість отримати прогностичну інформацію про загальні 

активності регуляторних механізмів та функціонального стану організму в 

цілому. Для вивчення вегетативної регуляції серця використовують показники 

спектрального аналізу коротких (5-хвилинних) фрагментів кардіоритмограм: три 

основних діапазони частот у спектрі коливань ритму серця: Very Low Frequency 

(VLF) – наднизькі (від 0,003 до 0,04 Гц), Low Frequency (LF) – низькі (від 0,04 до 

0,15 Гц) і High Frequency (HF) – високі (від 0,2 до 0,4 Гц) частоти. Аналізують 

часові показники ВСР: ЧСС, максимальна тривалість N–N інтервалів упродовж 

5 хв (R–Rmax), мінімальна тривалість N–N інтервалів упродовж 5 хв (R–Rmin), 

середня тривалість нормальних інтервалів RR  (RRNN); відношення К30/15, що 

характеризує реактивність парасимпатичного відділу вегетативної нервової 

системи. Використовують показники кардіоінтервалографії: Мо (мода – 

значення RR  інтервалу, що найбільш часто трапляються), АМо (амплітуда 

моди – відсоток кардіоінтервалів RR , відповідний значенню моди); ПАПР – 

показник адекватності процесів регуляції (ПАПР=Амо/Мо) та ІН – індекс 

напруження регуляторних систем (ІН=АМо/2∙ВР∙Мо), запропоновані 

Баєвським Р.М. 

Проведений аналіз існуючих методів дослідження ЕКГ після фізичного 

навантаження вказує на відсутність інформаційних технологій їх аналізу, коли 

одночасно враховувалася б періодичність та змінність її періоду. 
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1.4 Постановка задачі дослідження 

 

Для ЕКГ після навантаження існуючі методи дослідження не дозволяють 

автоматизувати обробку даних і повно подати інформацію як про процес з 

періодом, що змінюється неперервно за певним правилом, а наявних 

інформативних показників (середня ЧСС протягом доби, ВРС, наявність, 

кількість та градація шлуночкових порушень ритму) недостатньо, щоб виявити 

приховані патології серцево-судинної системи та оцінити ризик раптової смерті 

і синкопальні стани. 

Огляд літературних джерел показує, що перші основоположні кроки при 

дослідженні періодичних процесів (сигналів), в яких період є змінним, зроблені 

в роботі [115], де вперше введено новий клас функцій – періодичних функцій зі 

змінним періодом (ПФЗП), а для випадкових процесів – клас періодичних 

процесів зі змінним періодом (ППЗП). Наведемо ці визначення. 

Функція     ,, xxf , називається періодичною зі змінним періодом, 

якщо значення функції повторюється через деякий період, який в свою чергу, 

теж є функцією, тобто виконується рівність 

    xTxfxf  . (1.17) 

де  xT  – змінний період, і є неперервною функцією часу. Якщо в (1.17) 

  constTxT  , отримуємо класичне означення періодичної функції. 

Випадковий процес     ,, tt , називається періодичним процесом зі 

змінним періодом, якщо періодичною зі змінним періодом  tT  є його 

багатовимірна функція розподілу: 

         nittTttTtxxFttxxF
innnnn

,1,,,,,;,,,,;,,
11111

  . 

Наявність ПФЗП і ППЗП викликала низку задач щодо їх дослідження, при 

цьому основна увага приділялася ПФЗП. Деякі із отриманих результатів 

досліджень ПФЗП опубліковані в матеріалах конференцій, зокрема в [16, 99, 102, 

104, 105, 107, 108, 110, 113]. В цих роботах наводилися приклади ПФЗП у вигляді 

тригонометричних функцій зі змінним періодом, записувались їх змінні періоди 
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тощо. Проте ці результати мають фрагментарний характер, скорочені варіанти, 

іноді є важкодоступними, і не знайшли свого відображення при розробці 

інформаційних технологій для автоматизації аналізу процесів зі змінним 

періодом. 

При розробці сучасних інформаційних технологій рекомендується 

використовувати підхід, суть якого концентрується в тріаді «модель-алгоритм-

програма», запропонований О.А.Самарським [131, 132.]. Згідно цього підходу 

на першому етапі обґрунтовується модель процесу (явища, сигналу, емпіричної 

функції), на другому – розробляються аналітичні методи та алгоритми його 

дослідження, на третьому етапі створюється відповідне програмне забезпечення. 

В даному випадку, на першому етапі вибирається модель процесів у вигляді 

періодичних функцій зі змінним періодом (ПФЗП); на другому – розробляються 

методи, які включають в себе побудову рядів Фур’є ПФЗП; на третьому етапі 

розробляється відповідне програмне забезпечення та інформаційна технологія 

для визначення варіабельності ЕКГ після дії на організм людини фізичного 

навантаження. Загальну схему архітектури ІТ аналізу процесів зі змінним 

періодом подамо на рис.1.13. 

 

 

Рисунок 1.13 – Архітектура ІТ аналізу процесів зі змінним періодом 
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Сформулюємо основні завдання, що стосуються розробки інформаційної 

технології аналізу процесів зі змінним періодом, при умові, що він є відомим. А 

у випадку, коли змінний період є невідомим, як це має місце для для ЕКГ після 

фізичного навантаження, це задача оцінки змінного періоду та її прикладне 

застосування в кардіологічних дослідженнях (медичній діагностиці загального 

призначення при оцінці стану організму, ефективності лікування чи 

реабілітаційного процесу). 

Отже, основні завдання, вирішенню яких присвячена дана робота: 

1. Провести загальне дослідження ПФЗП, як моделі періодичних 

процесів зі змінним періодом, навести приклади тригонометричних функцій зі 

змінним періодом, записати їх змінні періоди та дослідити властивості цих 

періодів. 

2. Розробити способи аналітичного задання ПФЗП та записати їх змінні 

періоди. 

3. Побудувати ортогональну систему тригонометричних функцій зі 

змінним періодом, дослідити інтервал ортогональності і на цій основі ввести 

скалярний добуток ПФЗП. 

4. Розробити метод побудови рядів Фур’є ПФЗП та знайти амплітудний 

і фазовий спектри ПФЗП. 

5. Перевірити правильність визначення коефіцієнтів та побудови ряду 

Фур’є на аналітично заданих ПФЗП. 

6. Розробити метод оцінки змінного періоду для електрокардіограми, 

отриманої після фізичного навантаження, визначити параметри цієї оцінки та 

запропонувати їх як діагностичні ознаки варіабельності серцевого ритму після 

фізичного навантаження. 

7. Створити інформаційну технологію аналізу процесів зі змінним 

періодом, яка містить пакет комп’ютерних програм Фур’є-аналізу ПФЗП та 

оцінки варіабельності серцевого ритму після дії на організм фізичного 

навантаження. 
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Висновки до першого розділу 

 

1. Виявлено, що крім періодичних процесів (період яких є постійним) 

існують процеси, для яких теж має місце повторюваність їх значень, однак період 

вже є змінним.  

2. Проведено огляд моделей та методів аналізу періодичних (із постійним 

періодом) процесів, як складових інформаційної технології їх дослідження з 

метою, щоб досвід створення таких технологій перейняти до розробки 

інформаційних технологій аналізу процесів зі змінним періодом. 

3. Встановлено неможливість використання відомих моделей та методів 

аналізу періодичних процесів, оскільки вони не дозволяють врахувати змінності 

періоду і більш повно описати процеси зі змінним періодом. 

4. Обґрунтована необхідність створення інформаційної технології, що 

реалізує методи та алгоритми аналізу періодичних функцій зі змінним періодом, 

як моделі таких процесів та суттєво доповнить відомі універсальні системи 

Maple, Mathematica, Mathcad, MATLAB, що в свою чергу дозволить підвищити 

ступінь повноти подання інформації про процеси зі змінним періодом. 

5. Сформульована задача побудови оцінки змінного періоду для ЕКГ, 

отриманої після фізичного навантаження, як процесу зі змінним періодом, 

розв’язання якої дозволить автоматизувати аналіз такої ЕКГ за рахунок 

використання параметрів оцінки як діагностичних ознак, та більш повно подати 

інформацію про стан серцево-судинної системи людини при дослідженні 

варіабельності серцевого ритму.  
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РОЗДІЛ 2 

МОДЕЛЬ ПЕРІОДИЧНИХ ПРОЦЕСІВ ЗІ ЗМІННИМ ПЕРІОДОМ 

 

Як відзначалося в першому розділі, крім періодичних функцій і 

випадкових процесів, період яких без будь-яких застережень вважається 

постійним, зустрічаються процеси (сигнали, емпіричні функції), для яких теж 

характерна періодичність, але при цьому її період вже не є постійним, а певним 

чином змінюється. Один із прикладів таких процесів – це ЕКГ, отримані після дії 

на організм певного збудника спокою, наприклад, фізичного навантаження. 

Подібні сигнали зустрічаються в механіці, акустиці. 

Огляд літературних джерел показав, що результативним при дослідженні 

процесів зі змінним періодом є підхід, суть якого вкладається в тріаду «модель-

алгоритм-програма» [131]. Основним в цьому підході, безумовно, є перший етап 

– побудова моделі, оскільки від адекватності об’єкта і його моделі залежить 

успішність розв’язку наступних задач тріади. 

Щодо першого етапу – моделі процесів зі змінним періодом, то в [115] 

наведено означення функції зі змінним періодом. Для детермінованих 

періодичних процесів зі змінним періодом – це періодичної функції зі змінним 

періодом (ПФЗП), а для процесів із наявною в них випадковістю – періодичні 

процеси зі змінним періодом. В цій роботі основна увага приділяється лише 

ПФЗП. Наявність ПФЗП викликає найрізноманітніші питання і задачі щодо цих 

функцій. Розпочнемо зі змінного періоду і його властивостей. 

 

2.1 Змінний період та його властивості 

 

Нагадаємо [115], що функція   RIxxf , , називається функцією зі 

змінним періодом   0xT , якщо для всіх Ix  таких, що   IxTx  , 

виконується рівність 

    xTxfxf  . (2.1) 
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Функція  xT , яку називається змінним періодом, вважається 

диференційованою функцією. Вважатимемо надалі, що область визначення 

 baI ,  в кожному конкретному випадку повинна уточнюватися, що буде 

зустрічатися нижче. 

Приклад змінного періоду  xT  показано на рисунку 2.1. В точці 1
x  період 

функції  xf  дорівнює  
1

xT , тому значення функції в точках 1
x  і  

11
xTx   рівні: 

    
111

xTxfxf  . В точці 
2

x  періодом є число  
2

xT , причому значення 

періоду  xT  в точках 1
x  і 2

x  різні:    
21

xTxT  . 

 

 

Рисунок 2.1 – Графік функції змінного періоду  xT    

 

Відомо, що для періодичної функції  xg  з постійним періодом T  

виконується рівність      TxgTxgxg  . Нескладні міркування, зокрема 

звернення до рисунку 2.1, показують, що для функції  xf  зі змінним періодом 

 xT  аналогічна рівність        xTxfxTxfxf   в загальному не 

виконується. Тому для випадку, коли аргумент x  зменшується, змінний період 

повторюваності функції  xf  позначимо через  xT 
. При цьому, якщо  і 

 xTx   належать області визначення I , то     xTxfxf  . 

Зауважимо, що між періодами  xT  і  xT 
 існує взаємозв’язок, що 

виражається формулами 

    xTxTxT  
, (2.2) 

x



60 

    xTxTxT   . 

Функція  xT , як змінний період функції  xf , повинна задовольняти 

певним умовам. Як було сказано у визначенні, вона повинна бути неперервною. 

Неважко також показати, що її похідна повинна бути більшою за -1:   1 xT . 

Дійсно, оскільки xxx  , то для відповідних точок  xTx   і 

 xxTxx  , взятих через період, теж повинна виконуватися нерівність

   xTxxxTxx   або     xxTxxT  . З останньої нерівності 

випливає, що 
   

1




x

xTxxT
. При граничному переході отримуємо, що для 

змінного періоду  xT  його похідна 

  IxxT  ,1 . (2.3) 

Із (2.3) видно, що коли на певних інтервалах період  xT  спадає, то це 

спадання повинно відбуватися більш повільно, ніж спадання функції    .xxy   

Виявлення інших властивостей змінного періоду  xT  потребує окремих 

досліджень 

 

2.2 Тригонометричні функції зі змінним періодом та їх змінні періоди 

 

Наявність визначення ПФЗП викликає питання прикладів задання таких 

функцій аналітично, тобто у вигляді формули. Для цього скористаємося 

найпростішими періодичними функціями з постійним періодом – 

тригонометричними функціями tsin  та tcos . Якщо для даних функцій зробити 

заміну аргумента 1,0,  xt , то тригонометричні функції ,sin x  ,cos x  

Ix ,1,0  , будуть періодичними, але їх періоди вже будуть змінними. 

Область визначення I  кожної із цих функцій залежить від значення   та 

парності функції, і може бути одним із інтервалів  ,0  або   , . Для 

спрощення деяких міркувань будемо вважати, що   ,0I . 
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Наведемо приклади найпростіших тригонометричних функцій зі змінним 

періодом. На рисунку 2.2 зображена функція   ,0,sin 4
3

1
 xxxf  (неперервна 

лінія), та для порівняння функція   xxf sin
2

  (пунктирна лінія). 

 

 

Рисунок 2.2 – Функції   4
3

1
sin xxf   (1),   xxf sin

2
  (2) 

 

Аналізуючи графіки, видно, що функція   ,0,sin 4
3

1
 xxxf  із зростанням 

аргументу «розтягується», тобто її період збільшується. На відрізку  30,0  для 

цієї функції вкладається два періодичних коливання, для функції xsin  на цьому 

ж інтервалі розміщується більше чотирьох коливань. 

Для тригонометричних функцій 
xsin  та 0,0,cos  xx 

 їх змінні 

періоди  xT  та  xT 

  визначаються наступним чином: 

    0,2
1

 xxxxT 


 . (2.4) 

       ,0,2
1

TxxxxT 


 . (2.5) 

До цього твердження зробимо деякі зауваження. 

 Наявність індексу   у виразах для змінних періодів  xT  та  xT 

  

вказує на їх залежність від  , і коли не виникає непорозумінь, індекс   іноді 

може опускатися. 

 Якщо у виразах змінного періоду (2.4) і (2.5) параметр 1 , то легко 

бачити, що в цьому частинному випадку періоди набувають значень   2
1

xT  і 

  21  xT , тобто отримуємо період функцій xsin  і xcos . 
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 Умова    ,0Tx  у виразі (2.5) означає наступне: коли рухатися 

вздовж осі OX  в сторону зменшення аргументу x , то враховуючи, що для 

функцій 
xsin  і 

xcos  їх область визначення   ,0I , для значень аргументу 

x , таких, що  00 Tx  , не існує точок зліва від них, в яких би значення 

функцій 
xsin  і 

xcos  повторювалися через період  xT 


. 

Розглянемо питання змінних періодів функції   4
3

sin xxf  .  

Дана функція є періодичною зі змінним періодом, про що свідчать 

результати наступних обчислень: нехай 5
1
x , тоді значення функції в цій точці 

  201,05sin5 4
3

f , а значення змінного періоду в точці 5
1
x  знайдемо за 

формулою (2.4)   479,155 T . Наступна точка через період 479,20479,155
2

x , 

значення функції   201,0479,20 f , а це вказує на періодичність функції 

  4
3

sin xxf   через період, який визначається залежністю (2.4). Щоб 

переконатись в правильності цього твердження, знайдемо ще одну точку, для 

цього обчислимо період в точці 2
x    536,19479,20 T , тоді значення функції при 

015,40536,19479,20
3

x ,   201,0015,40 f .  

Враховуючи (2.4) і (2.5), її зміні періоди 

      ,0,2
3

4

4
3

xxxxT  , 

       ,0,2
3

4

4
3

TxxxxT  . 

Оскільки   594,110 T , то останній вираз ще можемо записати у вигляді 

    3
4

4
3

2 xxxT ,   594,112 3
4

 x . Графіки цих періодів показані на 

рисунку 2.3. Для порівняння подано також період функції xsin , тобто 

  2TxT . 
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Рисунок 2.3 – Графік змінних періодів для функції 4
3

sin x : 

    3
4

4
3

2 xxxT  (1),     3
4

4
3

2 xxxT ,   594,112 3
4

 x  (2),  

 та графік періоду 2T  для функції xsin  (3) 

 

Поведінка періодів  xT  та  xT 
 підтверджує проведений вище аналіз 

поведінки самої функції 4
3

sin x . Так в точці 0x  період   594,110 T , для 15x  

період   427,1815 T , що перевищує значення  0T  і свідчить про його зростання. 

Період   519,1315 T , є меншим, ніж   427,1815 T . Це є підтвердженням 

поведінки самої функції 4
3

sin x : в сторону зростання аргументу вона 

«розтягується», в сторону зменшення – «стискається». 

Вище було наведене твердження, згідно якого між періодами  xT  і  xT 
 

існує взаємозв’язок, що виражається формулами (2.2). Покажемо правильність 

цього твердження для змінних періодів тригонометричних функцій 
xsin  та 

0,0,cos  xx 
, для яких змінні періоди     0,2

1

 xxxxT 


 , та 

      




11

2,2  xxxxT . 

Перевіримо рівність (2.2), підставивши у вираз   xTxT   змінний період 

     
1

2 xxxT , маємо 

           
11

22 xTxxxTxTxT  

         





  


 
11

1
11

222222 xxxx  

    )(22
11

xTxxxx  
. 
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Таким чином рівність     xTxTxT  
 виконується. Аналогічно можна 

показати виконання рівності     xTxTxT   . 

Розглянемо приклад функції 
xsin  для випадку, коли 1 . Нехай 

3
4

, при цьому функція   3
4

sin xxf  . Графік цієї функції та для порівняння функції 

xsin  наведені на рис. 2.4, а змінні періоди цієї функції     4
3

3
4

2 xxxT , 

    4
3

3
4

2 xxxT , та період   2TxT  функції xsin  показані на рис. 2.5. 

 

 

Рисунок 2.4 – Графік функцій 3
4

sin x (1) та xsin  (2) 

 

 

Рисунок 2.5 – Графік періодів     0,2
4

3

3
4

 xxxxT   (1); 

  4
3

3
4

2 xxT ,   968,32 4
3

 x  (2), період 2T  для функції xsin ( 3) 

 

Подібною до поведінки функцій 4
3

sin x  і 3
4

sin x  та їх періодів буде 

поведінка функцій 3
4

cos x  і 4
3

cosx  та їх періодів (рис. 2.6, 2.7). 
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Рисунок 2.6 – Графік функцій 3
4

cos x (1) та xcos  (2) 

 

 

Рисунок 2.7 – Графік функцій 4
3

cos x (1) та xcos  (2) 

 

Функції 
xsin  та 0,0,cos  xx 

, можуть бути використані як база 

утворення ортогональних тригонометричних систем зі змінним періодом. Це 

питання буде розглядатися в наступному розділі. 

Крім тригонометричних функцій зі змінним періодом ,sin x  ,cos x  

Ix ,1,0  , періодичними зі змінними періодами  будуть функції 

xtg , 
xctg ,. (2.6) 

їх змінні періоди 

      ,0,
1

xxxxT 


 ,  

      ),0(,
1

ТxxxxT 


 . 

(2.7) 

На рис. 2.8 зображено графік функції 16
13

xtg  (неперервні лінії) та для 

порівняння графік функції xtg  (штрих-пунктирні лінії). Із рисунка видно, що зі 

збільшенням аргументу функція 16
13

xtg , в порівнянні із функцією xtg , 
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розтягується, тобто її періоди є зростаючими функціями. Про це свідчить 

поведінка періодів цієї функції, знайдених на основі формул (2.7)  

    0,
13

16

16
13

 xxxxT  ,  

      ,092.4)0(,
13

16

16
13

TxxxxT  ,  

Графіки цих періодів подані на рисунку 2.9 і для порівняння період T  

функції xtg . 

 

Рисунок 2.8 – Графіки функцій 16
13

xtg  (1) та xtg  (2) 

 

 

Рисунок 2.9 – Графіки змінних періодів для функції 
16

13

xtg :   0, xxT  (1), 

    ,092.4,xxT  (2). Період )(xT  (3) для функції xtg  

 

Розглянемо ще тригонометричну функцію 0, xtgx  при 1 , наприклад, 

5
7  На рис. 2.10 зображено графік функції   5

7

tgxxf   та для порівняння 

графік функції tgx . 
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Рисунок 2.10 – Графіки функцій 5
7

xtg  (1) та xtg  (2) 

 

Для функції 0,5
7

xtgx , її зміні періоди       ,0,
7

5

5
7

xxxxT  , 

    7
5

5
7

 xxxT  графіки яких подані на рис. 2.11. Для порівняння показано 

також графік періоду   TxT  функції tgx . 

 

Рисунок 2.11 – – Графіки змінних періодів для функції 5
7

tgx :   0, xxT , (1), 

 xT 
 (2); графік періоду )(xT  (3)  

 

Подібною до поведінки функцій 
xtg  буде поведінка функцій 

xctg при 

5
3  та 

3
5  відповідно (рис. 2.12, 2.13). 

 

Рисунок 2.12 – Графіки функцій 5
3

xctg  (1) та xctg  (2) 
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Рисунок 2.13 – Графіки функцій 3
5

xctg  (1) та xctg  (2) 

 

Отже, найпростішими функціями зі змінним періодом є тригонометричні 

функції 

0,1,0,,,cos,sin  xxctgxtgxx 
. (2.8) 

Для цих функцій характерними є декілька особливостей, зокрема: 

 має місце повторюваність їх значень, тобто спостерігається 

своєрідна періодичність; 

 при значеннях аргументу   таких, що 10  , ці функції із 

збільшенням аргументу x  «розтягуються», тобто періоди їх повторюваності є 

зростаючими функціями; 

 якщо 1 , графіки цих функції із зростанням аргументу 

«стискаються», тобто періоди їх повторюваності є спадними функціями; 

 в частинному випадку, коли 1 , отримаємо добре відомі функції 

xctgxtgxx ,,cos,sin , періоди яких є постійними: для функцій xsin  і xcos  

період 2T , для xtg  і xctg  період T . 

 

2.3 Способи задання періодичних функцій зі змінним періодом 

 

Орієнтуючись на розгляд основної задачі цієї роботи – побудову рядів 

Фур’є ПФЗП, виникне питання перевірки правильності їх побудови. Один із 

методів перевірки полягає у побудові ряду Фур’є для аналітично заданої функції 
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і порівняння цього ряду із самою функцією. При цьому важливою необхідною 

умовою можливості  такої перевірки є наявність аналітично заданих ПФЗП, 

відмінних від розглянутих вище тригонометричних функцій зі змінним 

періодом. 

Для розробки способів задання ПФЗП цілком природно скористатися 

способами задання періодичних функцій з посійним періодом. Для цього 

спочатку проведемо аналіз існуючих способів задання періодичних функцій з 

постійним періодом. 

 

2.3.1 Способи задання періодичних функцій з постійним періодом 

Аналіз літературних джерел, зокрема [19, 39, 62], показує, що для задання 

періодичних функцій з постійним періодом в основному використовують три 

різновидності способів (методів, підходів). Це графічно-описові способи [19, 

с.23-25], аналітичні способи, метод «зсуву» [19, с. 34]. 

Графічний спосіб в основному використовується в літературі технічного 

спрямування. Для прикладу звернемось до добре відомої спеціалістам із 

радіотехніки роботи [39]. На сторінці 23 цієї книги функція, що має форму 

періодичних коливання прямокутної форми, задається у вигляді графіка, із якого 

видно, що на проміжку  0,
2

T  функція приймає значення 1 , на проміжку 

 
2

,0 T  – значення 1. При цьому вказується, що за межами інтервалу  
2

,
2

TT  

графік функції продовжується періодично. Аналогічно задаються періодичні 

коливання пилоподібної форми [39, с.25], періодичні коливання уніполярних 

імпульсів [39, с.25], періодична послідовність прямокутних імпульсів із великою 

скважністю [39, с.26] (скважність – відношення 
1


T , де 01
 T  – період 

прямокутних імпульсів, 1
  – інтервал, на якому функція приймає значення 1,  0

  

– інтервал, на якому функція приймає значення 0).  

Способи аналітичного задання періодичних функцій – це певним чином 

побудована суперпозиція спеціально підібраних функцій. Серед функцій, що 

входять в суперпозицію, можуть бути тригонометричні функції, деякі 
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елементарні функції, зокрема показникова і степенева функції. 

Використовуються також функції, що вже не відносяться до класу елементарних 

функцій. Це: 

a) модуль функції f , тобто f ; 

b) знак (сигнум) функції:
















.0,1

,0,0

,0,1

f

f

f

fsign ; 

c) дробова частина функції:    fff  , де  f  – ціла частина. 

 

Наведемо приклади аналітичного задання періодичних функцій (з 

постійним періодом). 

a) Тригонометричні функції xctgxtgxx ,,cos,sin . Найбільш 

використовують перші дві із цих функцій – xsin  та xcos  або їх узагальнення 

)sin(  xA  та )cos(  xA . 

b) Скінчений тригонометричний ряд (поліном) 

  



n

k
kk

kxbkxaxf
1

sincos . Коефіцієнтами цього ряду можуть бути коефіцієнти 

Фур'є деякої функції ),(xg  або ж взяті довільно, причому 0
11
 ba . 

c) Показникова функція:   )( xgaxf  , де 0a , )(xg  – тригонометрична 

функція, найчастіше xxg sin)(   або xxg cos)(  . 

Наприклад, для 2a   і xxg sin)(   графік функції   xxf sin2  поданий на 

рисунку 2.14, її період 2T . 

 

Рисунок 2.14 – Графік функції   xxf sin2  
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d) Степенева функція:    axgxf )( , 0a , )(xg  – тригонометрична 

функція 

 

Рисунок 2.15 – Графік функції   4)(cosxxf   

 

e) Модуль функції   )(xgxf  , де )(xg  – тригонометрична функція. В 

більш загальному випадку    )(xghxf  ,  h  є неперервна функція. 

Наприклад, xxf sin)(   (рис. 2.16). Період цієї функції T .  

 

 

Рисунок 2.16 – Графік функції xsin  

 

f) Знак (сигнум) функції: )()( xgsignxf  , )(xg  – тригонометрична 

функція. Наприклад, функція )(sin)( xsignxf  . Її графік (рис. 2.17) – це 

періодичні з періодом 2T  коливання прямокутної форми (меандр) [19]. 

 

 

Рисунок 2.17 – Графік функції )(sin)( xsignxf   
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g) Дробова частина функції:     xgxf  , де  g  – неперервна 

зростаюча (спадна) функція,  x  – дробова частина числа (аргумента) x . 

Якщо   ,,)( xxxg , то прикладом такої функції є: 

     xxxxf  . Графік цієї функції – це періодичні з періодом 1T  коливання 

пилкоподібної форми (рис. 2.18), добре відомі в електро- та радіотехніці [39]. 

 

 

Рисунок 2.18 – Графік функції    xxf   

 

Періодичні функції можна також отримувати із вже побудованих шляхом 

їх певних перетворень. Це може бути розтяг чи стиснення вздовж осей Ox і Oy

та зсув по осі Ox  вправо чи вліво, по осі Oy  – вверх, вниз. 

Для цього випадку розглянемо функцію     0,1  axxf


. Для 4a  

графік функції  4
1 x  зображений на рисунку 2.19, її період 1T . 

 

 

Рисунок 2.19 – Графік функції  4
1)( xxf   

 

Функція  2
)( xxf  , але розтягнута вздовж осі Ox  в два рази, стиснута по 

осі Oy  в два рази та піднята по цій же осі на 
2

1  приймає вигляд:  
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 2
2

1
2

1
2

1)( xxf  . Графік цієї функції зображений на рисунку 2.20, її період 

2T . 

 

Рисунок 2.20 – Графік функції  2
2

1
2

1
2

1)( xxf   

 

Функція    0,0,1)(  bb
b

axf x . Для 2,2  ba  графік функції 

  xxf
2

12)(   наведений на рисунку 2.21, її період 1T .  

 

Рисунок 2.21 – Графік функції   xxf
2

12)(   

 

Ще один із способів задання періодичних функцій – це графічний спосіб в 

поєднанні із оператором зсуву. Про цей спосіб йдеться в підручнику [19, с. 34], 

випущеному під редакцією Колмогорова: «… для побудови графіка періодичної 

функції з періодом T  достатньо провести побудову на відрізку  T,0  і потім 

отриману криву паралельно перенести на віддаль ,...2,1, nnT , вправо і 

вліво вздовж осі Ox ». Проте яким чином здійснити таке перенесення, в [19] не 

вказується. 

Зауважимо, що реалізація алгоритму зсуву (паралельного перенесення) 

можлива лише із залученням теорії рядів Фур'є. Якщо функція  xf  і її ряд Фур'є 

співпадають на відрізку  T,0 , то в силу того, що ряд Фур'є є періодичним, тим 

самим періодично продовжується і сама функція  xf . Якщо ж функція і її ряд 
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Фур’є відмінні на деякій множині точок відрізка  T,0 , то, звичайно, що 

періодично продовжується не сама функція, а лише її ряд Фур’є. Цю ж точку зору 

щодо отримання періодичних функцій шляхом паралельного переносу 

зустрічаємо, наприклад, в [140, с. 29]: «… говорити про ряд Фур'є для  xf , 

заданої на   ,  – це все одно, що говорити про ряд Фур'є для функції, 

отриманої із  xf  періодичним продовженням її на всю вісь Ox ». 

 

2.3.2 Способи задання періодичних функцій зі змінним періодом 

Для побудови способів задання ФЗП будемо використовувати підходи, в 

деякій мірі подібні до розглянутих вище способів отримання періодичних 

функцій (із постійним періодом). Відмінність полягає в тому, що замість 

«звичайних» тригонометричних функцій використовуються тригонометричні 

функції зі змінним періодом, а лінійні функції, що входять в «суперпозицію», 

замінюються деякими нелінійними функціями: 

a) Розглянуті вище тригонометричні функції 

1,0,,,cos,sin   xctgxtgxx . Найбільш використовують перші дві із цих 

функцій – xsin  та xcos  або їх узагальнення   kxAsin  та   kxAcos . 

b) Скінчений тригонометричний ряд (поліном) 

  



n

k
kk

kxbkxaxf
1

sincos  . Коефіцієнтами цього ряду можуть бути 

коефіцієнти Фур'є деякої функції )(xg , або ж взяті довільно, причому 0
11
 ba . 

c) Показникова функція:   )( xgaxf  , де число 0a , )(xg  – 

тригонометрична функція зі змінним періодом, найчастіше 

1,0,sin)(  xxg , або 
xxg cos)(  .  

d) Степенева функція:    axgxf )( , де 0a , )(xg  – тригонометрична 

функція зі змінним періодом. 

e) Модуль функції:   )(xgxf  , )(xg  – тригонометрична функція зі 

змінним періодом. 
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f) Знак (сигнум) функції: )()( xgsignxf  , )(xg  – тригонометрична 

функція зі змінним періодом. 

g) Дробова частина:    )(xgxf  , де 0a ,   – дробова частина, 

)(xg  – деяка нелінійна, неперервно зростаюча (спадна) функція. 

h) Трансформація функцій зі змінним періодом. Розглянуті вище 

приклади (способи) отримання функцій зі змінним періодом можуть бути 

узагальнені шляхом застосування до них певних перетворень. В першу чергу це 

стосується найпростіших перетворень: 

 паралельний перенос (зсув) вздовж осі ординат: axfxf  )()( ; 

 паралельний перенос (зсув) вздовж осі абсцис: )()( bxfxf  ; 

 стиснення (розтяг) вздовж осі абсцис: )()( kxfxf  ; 

 стиснення (розтяг) вздовж осі ординат: )()( xAfxf  . 

 

2.4 Приклади аналітичного задання періодичних функцій зі змінним 

періодом та їх графічне зображення 

 

Приклад 1. Тригонометричні функції ,cos,sin  xx ,,  xctgxtg 1,0   . 

Для функції 7
5

sin x  (рис. 2.22) її змінний період     5
7

7
5

2 xxxT показаний 

на рисунку 2.24 (неперервний графік) та для порівняння зображено період 

2T  (пунктирна лінія). 

 

Рисунок 2.22 – Графік функції 
7

5

sin)( xxf   
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Приклад 2. Тригонометричний ряд (поліном) 

  1,0,sincos
1





n

k
kk

kxbkxaxf , де k
a , k

b  – довільні числа, 

0
k

kk
ba . Нехай 

5
7 . Підібравши певним чином коефіцієнти, ряд  

  5
7

5
7

5
7

5sin
11

1
3sin

12

5
sin2 xxxxf 

 
задає послідовність трапецеєвидних 

імпульсів (рис. 2.23). Для цього ряду його змінний період     7
5

5
7

2 xxxT  

показаний на рисунку 2.24 (штрих-пунктирний графік). 

 

Рисунок 2.23 – Графік функції   5
7

5
7

5
7

5sin
11

1
3sin

12

5
sin2 xxxxf   

 

 

Рисунок 2.24 – Графіки періодів:     5
7

7
5

2 xxxT  (суцільна лінія); 

    7
5

5
7

2 xxxT  (штрих-пунктирна лінія);   2TxT  (пунктирна) 

 

Приклад 3. Показникова функція   )( xgaxf  , де число 0a , )(xg  – 

тригонометрична функція зі змінним періодом, найчастіше 

1,0,sin)(  xxg , або 
xxg cos)(  .  
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Рисунок 2.25 – Графік функції   4
3

sin2 xxf   

 

Приклад 4. Степенева функція:    axgxf )( , де 0a , )(xg  – 

тригонометрична функція, наприклад    23
4

2
1sin  xxf  (рис. 2.26), її змінний 

період     4
3

3
4

2 xxxT . 

 

 

Рисунок 2.26 – Графік функції    23
4

2
1sin  xxf  

 

Приклад 5. Модуль функції:   )(xgxf  , )(xg  – тригонометрична функція 

зі змінним періодом, наприклад 4
3

sin)( xxf   (рис. 2.27), її змінний період 

    3
4

4
3

2 xxxT . 

 

 

Рисунок 2.27 – Графік функції 4
3

sin)( xxf   



78 

Приклад 6. Знак (сигнум) функції: )()( xgsignxf  , )(xg  – 

тригонометрична функція зі змінним періодом. Функція  7
5

sin)( xsignxf  . Її 

графік – це періодичні коливання прямокутної форми (рис. 2.28), але вже зі 

змінним періодом     5
7

7
5

2 xxxT  . 

 

Рисунок 2.28 – Графік функції  7
5

sin)( xsignxf   

 

Приклад 7. Дробова частина:    )(xgxf  , де 0a ,   – дробова 

частина, )(xg  – деяка нелінійна неперервна зростаюча (спадна) функція. 

Суперпозиція степеневої функції та функції «дробова частина»: 

   25
3

xxf  . Графік цієї функції – це коливання пилкоподібної форми (рис. 2.29) 

зі змінним періодом      3
5

5
3

1 xxxT , графік якого зображений на рисунку 

2.30. 

 

Рисунок 2.29 – Графік функції    25
3

xxf   
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Рисунок 2.30 – Графік змінного періоду     3
5

5
3

1 xxxT  

 

Приклад 8. Трансформація функцій зі змінним періодом. Розглянуті вище 

приклади (способи) отримання функцій зі змінним періодом можуть бути 

узагальнені шляхом застосування до них певних перетворень. В першу чергу це 

стосується найпростіших перетворень: 

 паралельний перенос (зсув) вздовж осі ординат: axfxf  )()( ; 

 паралельний перенос (зсув) вздовж осі абсцис: )()( bxfxf  ; 

 стиснення (розтяг) вздовж осі абсцис: )()( kxfxf  ; 

 стиснення (розтяг) вздовж осі ординат: )()( xAfxf  . 

Застосуємо до функції    25
3

xxf   перетворення: стиснення вздовж осі 

Ox  в два рази; розтяг вздовж осі Oy  в два рази; зсув по осі Oy  вниз на 1 . В 

результаті отримаємо функцію     122
2

5
3

 xxf . Її графік наведений на рисунку 

2.31. Змінний період цієї функції   
3

5

5
3

2

1








 xxxT  зображений на рисунку 

2.32 (пунктирна лінія).  

 

 

Рисунок 2.31 – Графік функції     122
2

5
3

 xxf  
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Рисунок 2.32 – Графіки змінних періодів:     3
5

5
3

1 xxxT  – суцільна лінія; 

 
3

5

5
3

2

1








 xxxT  – штрих-пунктирна лінія 

 

Ще один приклад – суперпозиція логарифмічної функції та функції 

«дробова частина»:     1,1,log  cxxxf
c

. При 3c  графік функції 

   xxf
3

log  показаний на рисунку 2.33.  

 

 

Рисунок 2.33 – Графік функції    xxf
3

log  

 

Варто звернути увагу, що для цієї функції її змінний період   )1(  cxxT , 

тобто є лінійною функцією з коефіцієнтом 1 ck , в даному випадку   xxT 2  

(рис. 2.34). 

 

Рисунок 2.34 – Графік періоду   xxT 2  функції    xxf
3

log  
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Як і у випадку функцій з постійним періодом приклади аналітичного 

задання функцій зі змінним періодом можна продовжити. 

 

2.5 Узагальнений метод отримання тригонометричних функцій зі 

змінним періодом 

Метод отримання елементарних тригонометричних функцій зі змінним 

періодом можна узагальнювати. Розглянемо деякі випадки таких узагальнень. 

Нехай функція  baIxxg ,),(   – строго зростаюча (спадна) диференційована 

функція, причому: 

 відноситься до класу елементарних функцій; 

 в області визначення  baI ,  її варіація   2gV b

a . 

При цих умовах функції 

        Ixxgctgxgtgxgxg  ,0,,,cos,sin   (2.9) 

є елементарними періодичними функціями. 

Якщо для функції  g  існує обернена функція  1g , то для функцій (2.9) 

можна записати їх змінні періоди. Для функцій    xgxg cos,sin  змінні періоди 

визначаються формулами 

    0,2)(1   xxggxxT  . (2.10) 

       ),0(,2)(1 TxxggxxT  . (2.11) 

Для функцій    xgctgxgtg ,  їх змінні періоди 

    0,)(1   xxggxxT  . (2.12) 

       ),0(,)(1 TxxggxxT  . (2.13) 

Розглянемо приклад аналітичного задання ПФЗП у вигляді (2.9). При 

  xexg   отримаємо тригонометричну функцію 0,sin xe x
. Графік цієї 

функції, а також для порівняння графік функції xsin , показаний на рисунку 2.35. 
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Із рисунка видно, що графік функції 
xesin  із збільшенням аргументу швидко 

«стискається»: якщо на інтервалі  15,0  розміщується менше двох з половиною 

періодичних коливань функції xsin , то для функції 
xesin  таких коливань 

спостерігається вже більше семи. 

 

Рисунок 2.35 – Графіки функцій 
xesin  (неперервна лінія)  

та xsin  (пунктирна лінія) 

 

Змінні періоди функції 
xesin , знайдені на основі формул (2.10) і (2.11), 

мають вигляд 

    0,2ln 2  xexxT x  , (2.14) 

      ,942.3)0(,2)ln 2 TxexxT x  . (2.15) 

Графіки цих періодів зображені на рисунку 2.36: період 

    0,2ln 2  xexxT x  , – неперервна лінія,    2ln2  xexxT , 

  ,942.3)0(Tx , – пунктирна лінія. Для порівняння показано також період 

  2TxT  функції xsin  (штрих-пунктирна лінія). 

 

Рисунок 2.36 – Графіки змінних періодів для функції 
xesin :   0, xxT , 

(неперервна лінія),     ,942.3, xxT  (пунктирна лінія). Період   2xT  

(штрих-пунктирна лінія) 
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Поведінка змінних періодів  xT  і  xT 
 підтверджує зроблені вище 

зауваження про те, функція 
xesin  із зростанням аргументу x  стискається. Про 

швидкість стиснення можна судити по значеннях періодів, обчислених для 

деяких значень аргументу. Результати обчислення наведені в таблиці 2.1. 

(зауважимо, що згідно (2.15) період  xT 
 для аргументу 0x  не визначений). 

 

Таблиця 2.1 – Значення періодів  xT  і  xT 
 в дискретних точках 

x  0 5 10 20 100 1000 

 xT  3,94248 2,56145 1,54715 0,62476 5,70439×10-3 7,16227×10-12 

 xT 

 – 3,73944 1,85992 0,66060 5,70585×10-3 7,50333×10-12 

 

Множину тригонометричних функцій зі змінним періодом можна 

розширювати. Один із таких методів розширення полягає в застосуванні до 

функцій         Ixxgctgxgtgxgxg ,,,cos,sin , які є суперпозицією функцій, 

нових суперпозицій і чотирьох основних арифметичних операцій – додавання, 

віднімання, множення і ділення. Якщо, наприклад, до функції зі змінним 

періодом  xgsin  застосувати операцію додавання, а суперпозицію провести з 

використанням показникової функції, то отримаємо нову функцію 

  sxg sin . (2.16) 

період якої теж буде змінним. В (2.16) параметри s,0  – деякі числа. Метод 

отримання проілюструємо наступним прикладом. 

Застосуємо до функції 
xesin перетворення типу (2.16), взявши значення 

2,1  s . В результаті отримаємо функцію  21sin xe . Її графік зображений 

на рисунку 2.37 (неперервна лінія), а для порівняння показано також графік 

функції  21sin x  (пунктирна лінія).  
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Рисунок 2.37 – Графіки функції  21sin xe  (неперервна лінія) та функції 

 21sin x  (пунктирна лінія) 

 

Із поведінки графіків добре видно, що періоди функції  21sin xe  із 

зростанням аргумента зменшуються. Графіки змінних періодів цієї функції, що 

теж визначаються за формулами (2.14) і (2.15), мають такий самий вигляд, як і 

графіки змінних періодів функції 
xesin , які були показані вище на рисунку 2.36. 

Розглянуті методи аналітичного задання ПФЗП та їх змінних періодів 

мають самостійне значення, оскільки узагальнюють і тим значно розширюють 

множину аналітично заданих періодичних функцій із постійним періодом. Крім 

цього наявність таких функцій є важливою підмогою на шляху до вирішення 

задачі побудови рядів Фур’є ПФЗП, оскільки можуть бути використані для 

перевірки правильності побудованих рядів Фур’є шляхом порівняння функцій і 

їх рядів як чисельними, так і аналітичними методами. В наступному розділі 

розглянемо методи отримання ортогональних тригонометричних систем зі 

змінним періодом та побудову рядів Фур’є по цих системах. 

 

Висновки до другого розділу 

1.  Обґрунтовано, що для ПФЗП крім змінного періоду, який використовується 

у випадках, коли функція чи її період розглядаються при зростанні їх 

аргумента, введено змінний період у випадку спадання аргумента. Для 

розрізнення введено окремі позначення цих періодів та встановлено їх 

взаємозв’язок. 
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2.  Вперше введено нові елементарні функції, а саме тригонометричні функції зі 

змінним періодом та записані формули їх змінних періодів. Важливо, що 

синусоїдальні функції є базою утворення ортогональних тригонометричних 

систем зі змінним періодом з подальшим їх використанням для побудови 

рядів Фур’є ТФЗП. 

3.  Розроблено способи аналітичного задання ПФЗП та записано їх змінні 

періоди. Ці функції окрім самостійного значення, як розширення множини 

аналітично заданих періодичних функцій із постійним періодом, можуть 

бути використані для перевірки правильності побудованих рядів Фур’є 

шляхом визначення віддалі між функцією та її рядом. 
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РОЗДІЛ 3 

ІНФОРМАЦІЙНА ТЕХНОЛОГІЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСІВ ЗІ 

ЗМІННИМ ПЕРІОДОМ МЕТОДАМИ ФУР’Є-АНАЛІЗУ 

 

Наявність ПФЗП (як емпіричних, так і аналітично заданих) ставить 

питання яким чином вивчати такі функції, які методи використовувати при їх 

дослідженні? Звичайно, що тут цілком природно скористатися досвідом 

дослідження функцій, зокрема періодичних функцій [26, 29, 67, 90, 140], в основі 

якого лежить «алгоритм наближення». Його суть полягає в заміні 

досліджуваної функції Ff  , де F  – клас наближуваних функцій (в нашому 

випадку це клас ПФЗП), іншою функцією Gg , де G  – множина наближуючих 

функцій. Припускається, що функція g  має ряд необхідних властивостей, і в 

першу чергу: 

 є аналітичною і подається у вигляді відповідного ряду; 

 є «близькою» до досліджуваної функції; 

 придатна до якісного вивчення і обчислення з подальшим 

перенесенням отриманих результатів на «оригінал», тобто на досліджувану 

функцію. 

Реалізація алгоритму наближення, тобто знаходження наближуючої 

функції, розпадається на ряд кроків, які, дотримуючись [29, 90, 140], 

сформулюємо таким чином: 

a) Вибір методу наближення. За метод наближення ми вибираємо 

розклад наближуваної функції в ряд Фур'є по деякій ортогональній 

тригонометричній системі функцій зі змінним періодом. 

b) Вибір (чи побудова нової) ортогональної тригонометричній системи 

функцій зі змінним періодом. 

c) Вибір способу вимірювання відхилення (похибки) наближуючої 

функції g  від заданої f , тобто вибір «віддалі» між f  і g :  gf , . Найчастіше 

використовують середньоквадратичне наближення. 
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d) Фактична побудова наближуючої функції. 

e) Оцінка похибки, що виникає в результаті заміни заданої функції 

наближуючою її функцією. 

Отримавши в результаті реалізації цих кроків «заміну», вивчення 

властивостей наближуваної функції вже може бути замінене вивченням її 

«копії», тобто наближуючої функції, оскільки вона вже є аналітичною. 

В нашому випадку основними кроками, з поміж перерахованих вище, є 

побудова ортогональної системи тригонометричній функцій зі змінним періодом 

та використання цієї системи для побудови рядів Фур’є ПФЗП. Розглянемо 

спочатку перший із цих кроків, використовуючи деякі судження із [16, 48, 102, 

113, 128]. 

 

3.1 Ортогональні системи тригонометричних функцій зі змінним 

періодом 

 

Відомо [26, 67, 140], що для побудови рядів Фур'є періодичних функцій із 

періодом T  використовується тригонометрична система функцій 

,...2,1,
2

cos,
2

sin 








kx
T

kx
T

k


.  

або те саме, що 

  ,...2,1,cos,sin kxx
kk

 ., (3.1) 

де 
1

  k
k

, 
T

 2
1
 . У випадку, коли 2T , отримуємо систему 

  ,...2,1,cos,sin kkxkx . (3.2) 

Твірними функціями цієї системи є функції xx cos,sin . Всі останні 

утворюються із цих функцій множенням аргументу x  на число k . 

В нашому випадку для побудови тригонометричної системи функцій зі 

змінним періодом за твірні візьмемо функції 
 xx cos,sin . Використовуючи їх, 

утворимо систему функцій 
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  0,...,2,1,cos,sin   kkxkx , (3.3) 

яку будемо називати тригонометричною системою функцій зі змінним періодом 

    0,2
1

 xxxxT 


 , (3.4) 

Система (3.3) є ортогональною з певною ваговою функцією. Щоб 

сформулювати відповідне твердження, наведемо формулу для скалярного 

добутку для функцій системи (3.3). Наприклад, для функцій kxsin  і nxcos  їх 

скалярний добуток 

 
 





xTx

x

dxnxkxxnxkx


  cossincos,sin 1
, (3.5) 

де     0,2
1

 xxxxT 


 , – змінний період, вираз 1x  – вагова функція, 

яку в загальному випадку будемо позначати через  xp  або через  xp


, 

вказуючи таким чином на наявність у ваговій функції величини  . 

Має місце наступне твердження, що розглядалося в [48, 102, 113, 128]. 

Тригонометрична система функцій 

,...2,1,0,0,cos,sin  kxkxkx 
, (3.6) 

зі змінним періодом  

    0,2
1

 xxxxT 


 , (3.7) 

є ортогональною на інтервалі  

   0,,  xxTxx
 , (3.8) 

із ваговою функцією 

  1 


xxp , (3.9) 

причому норма кожної із функцій системи (3.6) рівна  . 

Ортогональність доводиться прямим обчисленням. Для функцій 

,...2,1,sin mmx
, та ,...2,1,cos nnx

, їх скалярний добуток, тобто інтеграл 
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   




 
xTx

x

xTx

x

dxnxmxdxnxmxx


 cossincossin1
 

    
 

 
 xTx

x

dxxnmxnm


 sinsin
2

1
 

   
 xTx

x

xnm
nm

xnm
nm




















 cos

1
cos

1

2

1
 

        







 


xnmxTxnm

nm
coscos

1

2

1
 

        







 


xnmxTxnm

nm
coscos

1
. 

Оскільки згідно (3.4) період     




1

2 xxxT , то 

        





22

1

 xxxxxTx . Враховуючи це в останньому виразі, 

маємо 

 






xTx

x

dxnxmxt


 cossin1       







   xnmxnm
nm

cos2cos
1

2

1
 

       







   xnmxnm
nm

cos2cos
1

 

       







   xnmnmxnm
nm

cos2cos
1

2

1
 

        







   xnmnmxnm
nm

cos2cos
1

 

    







  xnmxnm
nm

coscos
1

2

1
 

     0coscos
1









  xnmxnm
nm

. 

Подібним чином перевіряється ортогональність функцій mxsin  і nxsin  

та функцій mxcos  і nxcos  при умові, що nm  . Якщо ж nm , то шляхом 

аналогічних обчислень можна показати, що 

 




 
xTx

x

dxmxx


  21 sin , 
 




 
xTx

x

dxmxx


  21 cos . 



90 

Твердження доведено. 

Із виразів 

 




 
xTx

x

dxmxx


  21 sin , 
 




 
xTx

x

dxmxx


  21 cos  

випливає, що функціям системи (3.3) може бути поставлена у відповідність їх 

норма: 

  
 

  
 





















































2
1

212
1

2
1

212
1

coscos,coscos

,sinsin,sinsin

xTx

x

xTx

x

dxmxxmxmxmx

dxmxxmxmxmx

. (3.10) 

Зауважимо, що на відміну від звичайних ортогональних тригонометричних 

систем (3.1) чи (3.2), інтервали ортогональності яких є постійними і їх довжини 

відповідно рівні T  і 2 , для тригонометричної системи функцій (3.3) довжина 

інтервалу ортогональності   xTxx


,  вже не є постійною, а змінюється у 

відповідності до значення періоду  xT


, де 0x  – лівий кінець інтервалу. Іноді 

в цьому інтервалі   xTxx


,  індекс   будемо опускати, і записувати у вигляді 

  xTxx , . 

Наведене твердження є підставою визначити простір 

  xTxxL
p 

,2
, 0x , 0 , (3. 11) 

як сукупність функцій, для яких скалярний добуток 

            
 

 
 xTx

x

dxxgxfxpxgxfgf


,, , (3. 12) 

де     0,0,2
1

  


xxxxT ,  xp  – вагова функція. 

Якщо вагова функція   1 xxp , то скалярний добуток 

     
 

 




xTx

x

dxxgxfxgf


 1, , (3. 13) 
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Використовуючи скалярний добуток (3.12), введемо в просторі 

  xTxxL
p 

,2  норму функції. Якщо функції     xTxxLxf
p 

 ,2 , а вагова 

функція   1 xxp  то її норму визначимо за формулою 

   
 

   
 

 
2

1

21

2
1

2, 
















 







dxxfxpxdxxfxpfff
TT 











 . (3. 14) 

Очевидно, в простір   xTxxL
p 

,2  входить тригонометрична система 

функцій ,...2,1,0,0,cos,sin  kxkxkx 
 зі змінним періодом 

    0,2
1

 xxxxT 


 , а також ПФЗП із обмеженою нормою та із цим же 

змінним періодом. 

Крім норми визначимо в просторі   xTxxL
p 

,2  і віддаль між його 

елементами. Нехай функції  xf  і  xg  належать просторові   xTxxL
p 

,2 , 

  1 xxp  – вагова функція, то віддаль 

               2
1

2
1

,,, xgxfxgxfgfgfgf  = 

      
 

    
  2

1

21

2
1

2


















 







dxxgxfxdxxgxfxp
TT 











 . 

(3.15) 

 

3.2 Побудова ряду Фур’є періодичних функцій зі змінним періодом 

 

Створена ортогональна система тригонометричних функцій 

,...2,1,0,0,cos,sin  kxkxkx 
, зі змінним періодом 

    0,2
1

 xxxxT 


 , та визначений простір   xTxxL


,2  дають 

можливість розглянути питання побудови рядів Фур’є ПФЗП. 

Нехай     xTxxLxf
p 

 ,2  – ПФЗП, причому її змінний період 

    0,2
1

 xxxxT 


 .  

Запишемо для цієї функції її ряд Фур'є, позначивши його через  xf


: 
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   





1

0 sincos
2

~
)(

k
kk

kxbkxa
a

xfxf 
. (3.16) 

Вираз  xfxf
~

)(   означає, що функція )(xf  і її ряд  xf
~

 не обов’язково 

співпадають.  Враховуючи форму скалярного добутку (3.13), коефіцієнти Фур'є 

цього ряду будемо визначати за формулами: 

 

 dxxfxa
T













 1

0
, (3.17) 

 

  dxkxxfxa
T

k











cos1




 , (3.18) 

 

  dxkxxfxb
T

k











sin1




 . (3.19) 

В цих формулах точка 0  вибирається довільно, а враховуючи (3.14), 

інтервалом інтегрування є відрізок       
1

2,, T . Нерівність 

Бесселя має вигляд 

 
2

2

1

2

2

0
1

2
xfba

a
k

n

k
k






, (3.20) 

де згідно (3.14) норма  
 

 dxxfxfff
T












 21, . 

Аналогічно до подання ряду Фур'є періодичної функції у 

тригонометричній формі (1.6), для ПФЗП її ряд Фур’є (3.16) теж запишемо у 

тригонометричній формі: 







0

)cos()(
k

kk
kxAxf 

, (3.21) 

де 

,...2,1,0,22  kbaA
kkk

, 

,...2,1,
22

, 







 k

a

b
arctg

k

k

k

k





 . 

Послідовність коефіцієнтів ,...2,1,0, kA
k

 і фаз ,...2,1, k
k

  утворюють 

амплітудний і фазовий спектри ПФЗП. 
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Метод побудови рядів Фур’є періодичних функцій зі змінним періодом, 

узагальнена схема якого наведена на рисунку 3.1, дозволить здійснювати 

спектральний аналіз процесів зі змінним періодом. 

 

Рисунок 3.1 – Узагальнена схема методу побудови рядів Фур’є ПФЗП 

 

Розроблена ортогональна тригонометрична система функцій зі змінним 

періодом, побудований ряд Фур’є для ПФЗП та записані формули для 

визначення коефіцієнтів ряду, розроблені методи аналітичного задання ПФЗП є 

складовою частиною інформаційної технології аналізу ПФЗП. 
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3.3 Приклади побудови рядів Фур’є періодичних функцій зі змінним 

періодом 

 

Приклад 1. Побудуємо ряд Фур'є для функції  xsignxf sin)(   зі 

змінним періодом      
1

2 xxxT  при умові, що 
7

5 , та для порівняння 

проведемо аналогічні обчислення для «подібної» їй при 1  функції 

 xsignxf sin)(  , яка добре відома з курсів математики, електро- та 

радіотехніки, що описує періодичні коливання прямокутної форми із постійним 

періодом 2T . Перевіримо для рядів Фур’є цих функцій також нерівність 

Бесселя.  

Для функції  7
5

sin)( xsignxf   її змінний період     5
7

7
5

2 xxxT . 

Нехай ліва точка інтервалу інтегрування 20 . В цій точці період 

    4095.232202020
5

7

7
5

 T . Згідно формул (3.17), (3.18) та (3.19 в) для 

знаходження коефіцієнтів скінченого ряду Фур'є  

   



n

k
kk

kxbkxa
a

xf
1

0 sincos
2


.  

інтегрування потрібно здійснювати на інтервалі    2020;20 T  4095,43;20 . 

Результати обчислення коефіцієнтів при 9n  зведені в таблиці 3.1. Крім цього 

наведені коефіцієнти Фур'є цієї ж функції, але обчислені на інтервалі 

 5001,61;35 . Для порівняння в правій стороні цієї ж таблиці наведені 

коефіцієнти Фур'є функції  xsignxf sin)(  , обчислені згідно цих же формул, але 

при 1 . В передостанньому рядку таблиці 1 наведені результати обчислень 

виразів, що входять в нерівність Бесселя. 

Порівняння коефіцієнтів Фур'є для функцій  7
5

sin)( xsignxf   і 

 xsignxf sin)(   показує їх практичне співпадання. Деякі неузгодженості 

можна пояснити похибками обчислень, абсолютна похибка 00004,0  
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Таблиця 3.1 – Коефіцієнти Фур’є на різних інтервалах ортогональності 
№

 к
о
еф

іц
іє

н
та

 Коефіцієнти Фур’є 

Функція зі змінним періодом 







 7

5

sin)( xsignxf  
Функція з постійним періодом 

 xsignxf sin)(   

Інтервал аналізу 

 4095,43;20  
Інтервал аналізу 

 5001,61;35  
Інтервал аналізу 

   2831,6;02;0   

9,0, ka
k

 9,1, kb
k

 9,0, ka
k

 9,1, kb
k

 9,0, ka
k

 9,1, kb
k

 

0 0  -0,00001  0  

1 0 1,27324 0 1,27324 0 1,27324 

2 -0,00002 0 -0,00004 0 0 0 

3 0,00001 0,42444 0 0,42441 0 0,42441 

4 -0,00001 0 -0,00004 0 0 0 

5 0 0,25465 0 0,25465 0 0,25465 

6 -0,00001 0 -0,00004 0 0 0 

7 0,00001 0,18189 0 0,1819 0 0,18189 

8 -0,00001 0 -0,00004 0 0 0 

9 0,00001 0,14147 0 0,14151 0 0,14147 

 91926,1)(
2

9

1

22
2
0 

k

kk ba
a

 91922,1)(
2

9

1

22
2
0 

k

kk ba
a

 91921,1)(
2

9

1

22
2
0 

k

kk ba
a

 

   9999,11 2
xf


   9999,11 2

xf


   21 2

xf


 

 

Наведені в таблиці 3.1 коефіцієнти Фур'є були використані для побудови 

також скінченної суми рядів Фур'є. Графік скінченого ряду Фур'є функції 

 7
5

sin)( xsignxf   відтворений на рисунку 3.2 (суцільна лінія), а також 

зображено графік самої функції (пунктирна лінія). Порівнюючи ці графіки, 

можна стверджувати, що скінчений ряд Фур'є 



n

k
kk

kxbkxa
a

1

7
5

7
5

0 sincos
2

 вже 

при 9n  достатньо «добре» відтворює форму самої функції. Такі ж висновки 

можна зробити і щодо порівняння скінченого ряду Фур'є для функції 

 xsignxf sin)(  , графік якого показано на рисунку 3.3 (суцільна лінія), і функції 

 xsignxf sin)(   (пунктирна лінія). 
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В таблиці 3.1 також поміщені результати обчислень для формул, що 

входять в нерівність Бесселя . Їх порівняння показує, що результати обчислень 

для цих функцій теж «практично» співпадають. Щодо самої нерівності Бесселя, 

то із порівняння результатів обчислень для 2

1

2

2

0

2
n

n

k
k

ba
a




 і  
21

xf


 видно, що 

суми 



9

1

22

2

0

2 k
kk

ba
a

, що є нормами рядів Фур'є відповідних функцій 

 7
5

sin)( xsignxf   і  xsignxf sin)(  , теж практично близькі до норм самих 

функцій. Це свідчить, що побудований в роботі ряд Фур'є функції зі змінним 

наближається до самої функції. 

 

Рисунок 3.2 – Функція    60,0,sin)( 7
5

 xxsignxf , (пунктирна лінія) та її 

ряд Фур'є (перші дев’ять доданків, суцільна лінія). 

 

 

Рисунок 3.3 – Функція    30,0,sin)(  xxsignxf , (пунктирна лінія) та її ряд 

Фур'є (перші дев’ять доданків, суцільна лінія). 

 

Користуючись формулою (3.15), визначимо віддаль між ПФЗП 

 7
5

sin)( xsignxf   і її скінченим рядом Фур’є (3.16), взявши спочатку число 

коефіцієнтів 10n , пізніше для порівняння 40n . Для 10n  
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         
 

50379,0
7

5
,

102
1

2
7

2 










 

nT

dxxfxfxxfxf






 . 

Для 40n  віддаль 

          
 

084778,0
7

5
,

402
1

2
7

2 










 

nT

dxxfxfxxfxf






  

Порівняння отриманих результатів показує, по-перше, зменшення віддалі 

між ПФЗП )(xf  та її скінченим рядом Фур’є )(xf  при збільшенням числа 

коефіцієнтів ряду, по-друге, що вже при 40n  віддаль 084778,0  в порівнянні 

із нормою функції   51,2xf  є досить незначною. З практичної точки зору вже 

при 40n  ряд Фур’є може служити «замінником», що добре відтворює 

поведінку та основні властивості самої функції, а тому дозволяє результати 

дослідження властивостей ряду, аналіз його параметрів «переносити» на 

властивості самої функції. 

Приклад 2. Розглянемо обчислення коефіцієнтів та побудову скінченого 

ряду Фур'є ПФЗП    25
3

xxf  . Для порівняння результатів обчислень будемо 

також розглядати паралельно із ПФЗП «подібну» до неї функцію з постійним 

періодом. Необхідні розрахункові формули та додаткову інформацію для цього 

розмістимо в порівняльній таблиці 3.2. 

 

Таблиця 3.2 – Формули для побудови ряду Фур’є функцій зі змінним та 

постійним періодами 

Функція зі змінним періодом Функція з постійним періодом 

1 2 

   25
3

xxf 

 

   2
xxf   

Змінний період     3
5

5
3

2 xxxT  Період 1T  

Ортогональна тригонометрична система функцій 

,...2,1,2cos,2sin 5
3

5
3

kkxkx   

зі змінним періодом     3
5

5
3

2 xxxT  

Ортогональна тригонометрична 

система функцій 

,...2,1,2cos,2sin kkxkx  , з 

періодом 1T  
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Продовження таблиці 3.2 

1 2 

Для довільної точки 0
0
x  інтервал 

ортогональності 

    









3
5

5
3

00000
1,)(, xxxТxx  

Для довільної точки 0
0
x  інтервал 

ортогональності 

 1,
00
xx  

Скалярний добуток функцій на інтервалі 

  









3
5

5
3

00
1, xx  із ваговою функцією 5

2

5

3
)(



 xxp

:   















3
5

5
3

0

0

1

5
2

)()(
5

3,

x

x

dxxgxfxgf  

Скалярний добуток функцій )(xf  і 

)(xg  на інтервалі  1,
00
xx  із 

ваговою функцією 1)( xp : 

  



10

0

)()(,
x

x

dxxgxfgf  

Формули для обчислення коефіцієнтів Фур'є функції 

)(xf : 

















3
5

5
3

0

0

1

5
2

0
)(

5
32

x

x

dxxfxa , 

















3
5

5
3

0

0

1

5
3

5
2

2cos)(
5

32

x

x

k
dxkxxfxa  , 

















3
5

5
3

0

0

1

5
3

5
2

2sin)(
5

32

x

x

k
dxkxxfxb   

Формули для обчислення коефіцієнтів 

Фур'є функції )(xf : 





1

0

0

0

)(2
x

x

dxxfa , 





10

0

2cos)(2
x

x

k
dxxxfa  , 





10

0

2sin)(2
x

x

k
dxxxfb   

Ряд Фур'є 

  5
3

5
3

0 2sin2cos
2

kxbkxa
a

kk
  

Ряд Фур'є 

  kxbkxa
a

kk
 2sin2cos

2

0  

Квадрат норми функції: 

















3
5

5
3

0

0

1

25
22

)(
5

3)(

x

x

dxxfxxf  

Квадрат норми функції: 



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Використовуючи наведені в таблиці 3.2 розрахункові формули, були 

знайдені коефіцієнти Фур'є для функцій    25
3

xxf   і    2
xxf  . Результати 

обчислень наведені в таблиці 3.3. 

 

Таблиця 3.3 – Результати обчислень коефіцієнтів Фур’є 

 

Функція 

   25
3

xxf      2
xxf   

Інтервал ортогональності 

 560,8;515,5
3

5

5
3














 

 
 1,0

 

Коефіцієнти Фур'є (з точністю до 
410
) 

k
a , 10,0k  k

b , 10,1k  k
a , 10,0k  k

b , 10,1k  

0 0.667  0.667  

1 0.101 –0.318 0.101 –0.318 

2 0.025 –0.159 0.025 –0.159 

3 0.011 –0.106 0.011 –0.106 

4 0.006 –0.080 0.006 –0.080 

5 0.004 –0.064 0.004 –0.064 

6 0.002 –0.053 0.002 –0.053 

7 0.002 –0.045 0.002 –0.045 

8 0.001 –0.040 0.001 –0.040 

9 0.001 –0.035 0.001 –0.035 

10 0.001 –0.032 0.001 –0.032 

 
391.0

2

10

1

22

2

0 
k

kk
ba

a
 391.0

2

10

1

22

2

0 
k

kk
ba

a
 

 400.0)(2
2

xf  400.0)(2
2

xf  

 

Порівняння коефіцієнтів Фур'є для функцій    25
3

xxf   і    2
xxf 

показує їх практичне співпадання. Використовуючи наведені в таблиці 3.3 

коефіцієнти k
a , 10,0k  і k

b , 10,1k , були обчислені значення, що входять в 
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нерівність Бесселя 
2

1

22

2

0 )(2
2

xfba
a n

k
kk




. Виявилося, що 391,0
2

10

1

22

2

0 
k

kk ba
a

, 

4,0)(2
2
xf , тобто при заданій точності 

410
 вже при 10n  нерівність Бесселя 

наближається до рівності Парсеваля. 

За значеннями коефіцієнтів Фур'є (таблиця 3.3) побудовані також ряди 

Фур'є. На рисунку 3.4 показано графік скінченого ряду Фур'є 





6

1

5
3

5
3

0 2sin2cos
2 k

kk
kxbkxa

a
  функції    25

3

xxf   та графік самої функції. На 

рисунку 3.4 зображені подібні графіки для функції    2
xxf   із постійним 

періодом 1T . Порівняння графіків показує, що скінчені ряди Фур'є достатньо 

«добре» відтворюють форми самих функцій (рис. 3.4, 3.5). 

 

Рисунок 3.4 – Ряд Фур'є (перші десять доданків) для функції    25
3

xxf   

(хвилястий графік) та графік самої функції 

 

 

Рисунок 3.5 – Ряд Фур'є (перші десять доданків) для функції    2
xxf   

(хвилястий графік) та графік самої функції 

 

Визначимо віддаль між ПФЗП    25
3

xxf   і її скінченим рядом Фур’є при 

числі коефіцієнтів 5n  та 10n . Для 5n  віддаль 
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         
 
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Для 10n  віддаль 

         
 

06947,0
5

3
,
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




 
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dxxfxfxxfxf






 . 

Як і для першого прикладу, порівняння результатів показує, що при 

збільшенні числа коефіцієнтів ряду віддаль між ПФЗП )(xf  та її скінченим 

рядом Фур’є )(xf  зменшується, що свідчить про наближення (збіжність) ряду до 

самої функції. Це дозволяє використовувати ряд як наближений варіант функції, 

тобто її «замінник», а тому результати аналізу властивостей ряду вважати за 

властивості самої функції. 

Розглянуті в цьому підрозділі приклади показують, що побудовані скінчені 

ряди Фур’є ПФЗП достатньо «добре» відтворюють форми самих функцій. Крім 

цього спостерігається співпадання обчислених коефіцієнтів для ПФЗП і 

відповідних коефіцієнтів Фур’є, обчислених для «подібних» функцій із 

постійним періодом. Подібною в обох випадках є і «близькість» графіків функцій 

ї їх скінчених рядів Фур’є. Отримані результати підтверджують правильність 

теоретичних розробок щодо рядів Фур’є ПФЗП і формул для обчислення їх 

коефіцієнтів. Ці результати можна розглядати як вагомий внесок в теорію рядів 

Фур'є ПФЗП. 

  

3.4 Програмна реалізація розробленої інформаційної технології 

аналізу ПФЗП 

 

Третім етапом створення інформаційної технології аналізу періодичних 

функцій зі змінним періодом є розробка програмного забезпечення «Фур’є-

аналіз функцій зі змінним періодом», яке б спростило процес розрахунків [3]. 

Основне завдання розробленої комп’ютерної програми – побудова графіків 

змінного періоду, автоматичний розрахунок коефіцієнтів Фур’є та побудова 
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графіку скінченного ряду Фур’є, визначення віддалі між досліджуваною та 

апроксимаційною (скінченним рядом Фур’є) функціями, візуалізація результатів 

у вигляді графіка амплітудного спектру [45].  

Перед етапом розробки ПЗ спершу створено діаграми варіантів 

використання, класів і станів для того, щоб створити імітаційну модель програми 

та визначити її логіку (вимоги та можливості). 

Початковий етап реалізації розпочинається із виділення акторів та 

варіантів використання. На рисунку 3.6 наведено діаграму прецедентів. Дана 

діаграма пояснює можливості використання програмного забезпечення 

користувачами, які виступають акторами. 

 

Рисунок 3.6 – Діаграма прецедентів (Use Case-діаграма або діаграма варіантів 

використання) 
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Усі варіанти використання забезпечуватимуть коректну роботу кожного 

актора, власне, користувача ПЗ «Фур’є-аналіз функцій зі змінними періодом». 

Варіанти використання для користувача – це введення вхідних даних, 

одержання результатів і очистка полів, мають поділ, який означає включення і 

позначається <<include>>. 

Після проаналізованих вимог, створюємо діаграми майбутніх класів для 

програмної реалізації (ООП реалізація) та виділяємо зв’язки між ними 

(наслідування і т.д.). 

Було створено 3 класи: Program, Form1 і Period. Вони дозволяють 

реалізувати основні та допоміжні (графік змінного періоду у новому діалоговому 

вікні) функції програми. Клас Program вважатимемо основним і 

використовуватимемо для запуску програми та ініціалізації об’єкту класу Form1, 

що сприятиме відображенню першого графічного діалогового вікна програми. 

На рисунку 3.7 наведено клас Program та його властивості і методи. 

 

Рисунок 3.7 – Клас Program 

 

У даного класу відсутні властивості, проте присутній лише один 

приватний метод Main() : void, у якому і здійснюється ініціалізація програми. 

На рисунку 3.8 наведено клас Form1 та його властивості і методи. 
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Рисунок 3.8 – Клас Form1 

Даний клас містить у собі властивості для зберігання основних 

результатів обчислень таких як ліва та права межа інтервалу аналізу, масив 

значень аргументу та функції, кількість коефіцієнтів для розкладу, крок 

розбиття при чисельному інтегруванні, тип функції, масиви обчислених 

коефіцієнтів ряду Фур’є і т.д. Методи, доступні класу Form1 для повноцінного 

здійснення аналізу функції, а саме – для побудови графіка досліджуваної 

функції, графіка суми ряду та для виведення обчислених характеристик 

(віддаль, коефіцієнти ряду Фур’є і т.д.).  

На рисунку 3.9 наведено клас Period та його властивості і методи. 

 

Рисунок 3.9 – Клас Period 
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Клас Period необхідний лише для побудови графіка змінного періоду у 

новому діалоговому вікні.  

При програмній реалізації між ними були встановлені зв’язки. На 

рисунку 3.10 наведено діаграму класів для даного ПЗ. На ній класи Program, 

Form1 і Period перебувають у асоціації, адже об’єкт класу Program створює 

об’єкт класу Form1, а той в свою чергу – об’єкт класу Period.  

 

Рисунок 3.10 – Діаграма класів 

 

Дана діаграма цілком задовольняє потреби та функціонал програми для 

Фур’є-аналізу ФЗП і умовам діаграми прецедентів. 

Завершальним етапом імітаційного моделювання йде визначення 

певної основної задачі – робота користувача із розробленим ПЗ. На рисунку 

3.11 наведено діаграму станів для даної задачі. 

Спершу відбувається введення вхідних даних, потім здійснюється 

перевірка на вірність введення, наприклад, імені функції. У разі, якщо 

перевірка невдала, то введення здійснюється повторно. 
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Якщо перевірка успішна, то здійснюється проведення обчислень, якщо 

віддаль велика – то знову змінюємо вхідні дані (кількість коефіцієнтів ряду 

Фур’є, які потрібно обчислити). У іншому випадку – кількість коефіцієнтів 

достатньо велика, віддаль є малою і графік досліджуваної функції і функції 

суми ряду є майже ідентичними.  

 

Рисунок 3.11 – Діаграма станів 

 

Після формування імітаційної моделі ПЗ здійснюємо її програмну 

реалізацію із використанням мови програмування C#.  

Блок-схема значно спрощує сприйняття коду, а розбиття загального 

алгоритму на кілька самостійних одиниць (підпрограми або об’ємний алгоритм) 

дозволяє досить детально проаналізувати поведінку ПЗ при його подальшому 

застосуванні. 

На рисунку 3.12 наведено загальну блок-схему ПЗ «Фур’є-аналіз функцій 

зі змінним періодом». 
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Рисунок 3.12 – Загальна блок-схема ПЗ «Фур’є-аналіз функцій зі змінним 

періодом» 

 

На вхід подаються параметри побудови графіків, назва функції, кількість 

членів ряду Фур’є та ліва точка інтервалу аналізу. Як результат отримуємо 

графіки функції, її змінного періоду, суми ряду Фур’є та числові значення правої 

точки інтервалу аналізу та коефіцієнтів ряду Фур’є. 

Функція build_graph_Click() призначена для побудови графіка 

досліджуваної функції. 

Наступною найважливішою частиною розробленого ПЗ є функція 

Calculate_Click(), у якій здійснюються усі основні обчислення, визначається тип 
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досліджуваної функції та відбуваються виклики допоміжних функцій. Етапи її 

роботи такі: 

1. Здійснюємо визначення кількості членів ряду, у який потрібно 

розкласти функцію, а також степенів, якщо він є у досліджуваній функції.  

2. Заповнюємо буферний рядок символами, що відповідають за степінь, 

у яку відбувається підняття, а також перевіряємо чи функція не є логарифмічною 

(якщо є, то знаходимо значення основи логарифму).  

3. Перевіряємо чи містяться у назві функції ключові слова (функції, 

залежно від синтаксису) і визначаємо тип функції, що піддається аналізу.  

4. Якщо міститься логарифм, то визначаємо його основу та степінь 

функції, якщо він заданий у функції (за замовчуванням приймаємо як 1).  

5. За значенням лівої межі інтервалу аналізу знаходимо праву межу 

інтервалу аналізу залежно від типу функції, використовуючи виклик 

підпрограми getEndInterval().  

6. Знаходимо крок для застосування чисельного методу інтегрування – 

методу Сімпсона, а також знаходимо значення аргументу функції.  

7. Обчислюємо значення досліджуваної функції для раніше 

обчисленого аргументу і оголошуємо масиви коефіцієнтів ряду Фур’є.  

8. Здійснюємо обчислення та виведення коефіцієнтів ряду в залежності 

від типу досліджуваної функції, використовуючи метод Сімпсона для 

чисельного інтегрування.  

9. Створюємо масиви рядків символів із конвертованими значеннями 

коефіцієнтів ряду Фур’є і використовуємо один рядок у циклі для того, щоб 

отримати загальний розклад функції змінного періоду у вигляді суми ряду Фур’є 

із врахуванням типу. 

Дана частина алгоритму, що наведена на блок-схемі відповідає за 

обчислення віддалі між досліджуваною та одержаною функціями також із 

використанням чисельного інтегрування – методу Сімпсона (парабол). 
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10. Здійснюємо виведення графіка суми ряду як результат аналізу та 

виклик функції AmplFas(), яка необхідна для побудови графіку амплітудного 

спектру. 

На рисунку 3.13 наведено блок-схему функції getEndInterval(). 

 

Рисунок 3.13 – Блок-схема роботи функції getEndInterval() 

 

Залежно від типу функції, що піддається аналізу, отримуємо числове 

значення правої межі аналізу даної ФЗП. 

На рисунку 3.14 наведено блок-схему функції AmplFas(). 
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Рисунок 3.14 – Блок-схема роботи функції AmplFas() 

 

AmplFas() забезпечує обчислення значень амплітудного спектру та їх 

використання для побудови відповідного графіку. 

Із використанням функції graph_of_period_Click()  залежно від типу ФЗП 

обчислюємо масив значень аргументу та функції і передаємо ці масиви при 

ініціалізації об’єкту класу, що відповідає за графік змінного періоду 

досліджуваної функції у новому діалоговому вікні. 

Узагальнений алгоритм роботи комп’ютерної програми для Фур’є-аналізу 

ПФЗП зображено на рисунку 3.15. 
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Рисунок 3.15 – Узагальнений алгоритм програми Фур’є-аналізу ПФЗП 

 

Наступним етапом йде тестування роботи розробленого ПЗ. Під час нього 

відбувається відлагодження коду та виявлення і виправлення багів (помилок) у 

програмі. Для здійснення обробки виняткових ситуацій реалізовано введення 

вхідних значень за замовчуванням при порожніх полях введення або при 

некоректних діях користувача. 

Інтерфейс програми наведено на рисунку 3.16, а фрагмент лістингу – в 

додатку Б.  

 

Рисунок 3.16 – Інтерфейс розробленого ПЗ 
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У блоці вхідних даних користувач задає функцію для дослідження, 

максимальні та мінімальні значення, а також крок для відображення графіків у 

декартовій системі координат. Окрім цього задається кількість коефіцієнтів ряду 

Фур’є, які необхідно обчислити та ліва точка інтервалу аналізу (початкова точка 

аналізу). 

Щодо вихідних даних, то для їх отримання реалізовано три кнопки: 

«Побудувати графік функції», «Побудувати графік змінного періоду» і 

«Обчислити коефіцієнти Фур’є». 

Вихідними даними або результатами роботи ПЗ вважаємо: значення лівої 

точки інтервалу аналізу (кінцевої), значення коефіцієнтів ряду Фур’є, віддаль 

між досліджуваною та одержаною (сума ряду) функціями, аналітичне та 

графічне виведення функції змінного періоду, графік досліджуваної та 

одержаної функції у одній системі координат і побудований графік амплітудного 

спектру. 

Алгоритм роботи користувача із ПЗ наступний: 

1. Вводимо вхідні дані (кількість коефіцієнтів ряду Фур’є та ліва точку 

інтервалу інтегрування). 

2. Натискаємо кнопку «Побудувати графік функції», щоб 

ознайомитись із поведінкою досліджуваної функції (її виглядом). 

3. Натискаємо кнопку «Обчислити коефіцієнти Фур’є», щоб у зручній 

формі таблиці одержати коефіцієнти ряду, ліву точку аналізу, віддаль, формулу 

змінного періоду, побудований графік суми ряду і графік амплітудного спектру. 

4. Натискаємо кнопку «Побудувати графік змінного періоду», щоб 

побачити графічне представлення аналітичного запису (формули). 

5. Натискаємо кнопку «Очистити поля», щоб змінити функцію та 

параметри аналізу. 

6. Для аналізу кількох функцій у одному вікні (без його закриття) 

повторюємо пункти 1-5. 

7. Завершуємо роботу із програмою. 
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Спочатку потрібно ввести або обрати із списку наперед доступні функції 

(рис. 3.17). Наводиться список із різними типами ФЗП, які служать прикладом 

введення відповідно до синтаксису. 

 

 

Рисунок 3.17 – Можливість вибору функцій із списку 

 

Передбачено і ручне введення користувачем функцій для аналізу. Також 

корисними є можливість згладжування графіку досліджуваної функції та 

відображення лише одного із побудованих графіків (наприклад, графіка суми 

ряду). Розраховані коефіцієнти ряду Фур’є виводяться у вигляді таблиці, а 

графіка амплітудного спектру візуалізується. 

Приклад 1. Дослідження функції  7
5

sin)( xsignxf   та її графік 

зображено на рисунку 3.18. 

 

Рисунок 3.18 – Графік функції  7
5

sin)( xsignxf   у розробленій програмі  
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Здійснимо необхідні для аналізу обчислення, натиснувши кнопку 

«Обчислити коефіцієнти Фур’є», вибравши кількість коефіцієнтів 9. Отримані 

числові значення та графіки для аналізу наведено на рисунку 3.19. 

 

 

Рисунок 3.19 – Результати обчислень, здійснених програмою 

 

За бажанням можна побачити графік змінного періоду щодо обчисленої 

формули для даного типу функції (рис. 3.20). 

 

 

Рисунок 3.20 – Графік змінного періоду для функції  7
5

sin)( xsignxf   
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Збільшимо кількість коефіцієнтів ряду Фур’є і повторно здійснимо 

обчислення (рис. 3.21). 

 

 

Рисунок 3.21 – Зменшення віддалі між функцією  7
5

sin)( xsignxf   та сумою 

ряду Фур’є 

 

Зменшення віддалі між функцією та сумою ряду Фур’є одразу стає 

помітним на графіку, а також у таблиці відображаються усі обчислені 

коефіцієнти ряду і набув зміни графік амплітудного спектру. 

Приклад 2. Аналіз функцій із модулем 4
3

sin)( xxf  . Результати 

обчислень включно із правою точкою аналізу, функцією змінного періоду для 

даного типу функцій, а також коефіцієнтами ряду, його графічним 

представленням та графіком амплітудного спектру наведено на рисунку 3.22. 
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Рисунок 3.22 – Результат аналізу функції 4
3

sin)( xxf   

 

Перевірено, що при збільшені кількості коефіцієнтів ряду віддаль суттєво 

зменшується, що свідчить про вірність розрахунків. 

Ще одним типом ФЗП є степеневі функції. У програмі передбачено аналіз 

і такого типу ФЗП. 

Приклад 3. Функція  
7

5

sin5 xxf  . На рисунку 3.23 наведено загальний 

результат роботи програми для даної функції. 

 

Рисунок 3.23 – Результат аналізу функції  
7

5

sin5 xxf   
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Іншим типом ФЗП, що піддаються дослідженню є «дробові» функції 

(дробова частина від числа). Здійснимо аналіз на прикладі однієї із таких 

функцій. 

Приклад 4.  Нехай функція    25
3

xxf   зі змінним періодом, змінний 

період     3
5

5
3

1 xxxT . Введення вхідних даних із використанням у записі 

функції Truncate(), яка повертає цілу частину від числа використовуємо для 

одержання дробової частини. На рисунку 3.24 наведено результат аналізу при 

дослідженні ФЗП    25
3

xxf  . 

 

Рисунок 3.24 – Результат аналізу досліджуваної ФЗП    25
3

xxf   

 

 

Рисунок 3.25 – Графік змінного періоду функції    25
3

xxf   
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Окрім цього за допомогою розробленого ПЗ «Фур’є-аналіз функцій зі 

змінним періодом» можна здійснювати обчислення і над рядом подібних до 

розглянутих функцій. Процедура обчислень та виведення числових і графічних 

результатів є аналогічною до результатів тестування роботи програми, 

наведених вище. 

Реалізація усіх вимог у вигляді постановки задачі для розробки, а також 

розроблена імітаційна модель (на основі діаграм варіантів використання, класів 

та станів) після програмної реалізації та успішного тестування дозволяє 

автоматизувати процес дослідження ПФЗП. 

Впровадження інформаційної технології дослідження ПФЗП на основі 

Фур’є-аналізу дає можливість всебічного дослідження функцій зі змінним 

періодом, в тому числі проведення спектрального аналізу, що широко 

використовується в наукових прикладних дослідженнях механіки, акустики, 

медицини, метеорології, економіки та інших галузях народного господарства. 

Відзначимо, що при побудові рядів Фур’є ПФЗП вважається, що їх змінний 

період є відомим. Проте, для процесів зі змінним періодом, наприклад, для ЕКГ, 

отриманих після дії збудника спокою, змінний період, як правило, є невідомим, 

тобто його знання скоріше є винятком, ніж закономірністю. Враховуючи 

наявність таких ситуацій, часто постає задача знаходження оцінки змінного 

періоду. Цю  задачу ми розглянемо в наступному розділі. 

 

Висновки до розділу 3 

1. Побудована ортогональна система тригонометричних функцій зі змінним 

періодом, яка відрізняється від «звичайної» тригонометричної системи 

ортогональних функцій, в першу чергу тим, що довжина інтервалу 

ортогональності змінюється у відповідності до змінного періоду системи, а 

також, що в скалярний добуток функцій системи визначається через вагову 

функція.  

2. На основі системи тригонометричних функцій зі змінним періодом та 

вигляду скалярного добутку функцій цієї системи введено відповідний 
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простір ПФЗП, в якому введено скалярний добуток із ваговою функцією, 

визначено змінний інтервал інтегрування для скалярного добутку, 

визначено норму функцій цього простору та віддаль між його елементами. 

3. Побудовано ряд Фур’є для ПФЗП та записані формули для визначення його 

коефіцієнтів, чим закладені основи рядів Фур’є для ПФЗП. 

4. Розглянуті приклади побудови скінчених рядів Фур’є для аналітично 

заданих ПФЗП. Аналіз результатів побудови показав збіжність рядів до 

самих функцій, що, по-перше, не перечить результатам створеної теорії 

рядів Фур’є ПФЗП, по-друге, дає можливість для задач практики проводити 

дослідження скінчених рядів Фур’є, а отримані при цьому властивості рядів 

вважати за властивості самих функцій.  

5. Алгоритми побудови рядів Фур’є ПФЗП реалізовані у створеному 

програмному забезпеченні «Фур’є-аналіз функцій зі змінним періодом», а 

правильність його функціонування перевірена на прикладах. 

6. Сукупність розроблених методів побудови рядів Фур’є періодичних 

функцій зі змінним періодом, оцінювання віддалі між функцією зі змінним 

періодом та її скінченною сумою ряду Фур’є є складовими ІТ, яка дозволяє 

здійснювати спектральний аналіз процесів зі змінним періодом і цим самим 

дає можливість забезпечити точність, та підвищити ступінь повноти 

інформації про процеси з характерною періодичністю, що змінюється за 

певним правилом  
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РОЗДІЛ 4 

МЕТОД ОЦІНКИ ЗМІННОГО ПЕРІОДУ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ ДО 

АНАЛІЗУ ВАРІАБЕЛЬНОСТІ СЕРЦЕВОГО РИТМУ 

 

При побудові рядів Фур’є ПФЗП вважається, що їх змінний період є 

відомим. Таке ми спостерігали при розгляді тригонометричних функцій зі 

змінним періодом. Їх змінні періоди записувалися у вигляді певних формул. При 

розробці способів задання ПФЗП теж записували їх змінні періоди. Знання 

періодів ПФЗП було однією із необхідних умов побудови їх рядів Фур’є. Щодо 

емпіричних ПФЗП, то їх змінний період, як правило, є невідомим, тобто його 

знання є винятком, а не закономірністю. Прикладом такої ситуації є ЕКГ, 

отримані після дії на організм певного збудника спокою. Враховуючи це, ще 

однією із задач аналізу процесів зі змінним періодом є задача знаходження 

(побудови) оцінки змінного періоду. 

Подібна ситуація спостерігається також для періодичних функцій і 

періодичних випадкових процесів з постійним періодом. Однією із задач, що вже 

стала класичною, і де розглядалося питання оцінки періоду, була задача 

дослідження інтенсивності появи сонячних плям [21]. На перших порах 

здійснювалася реєстрація моментів появи сонячних плям. Кожному із таких 

моментів у відповідність ставилося число, що було кількісною мірою плям, 

утворених на Сонці за певний інтервал часу, наприклад, за місяць. Для наочності 

ці ряди подавали у вигляді графіків. Один із таких графіків за період з 1700 р. до 

2000 р. і показаний на рисунку 4.1 [21, с.30]. 

Аналізуючи їх, в 1843 році Швабе відкрив, що для процесу утворення 

сонячних плям характерна періодичність із середнім періодом 10 років. Дещо 

пізніш Вольф отримав більш точне значення згаданого періоду – приблизно 11 

років, а в 1848 ввів широко розповсюджене поняття відносного числа сонячних 

плям (числа Вольфа) – як міру інтенсивності плямоутворення, яка успішно 

використовується в різноманітних задачах їх аналізу. 
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Рисунок 4.1 – Графік значень сонячних плямоутворень 

 

Аналізуючи їх, в 1843 році Швабе відкрив, що для процесу утворення 

сонячних плям характерна періодичність із середнім періодом 10 років. Дещо 

пізніш Вольф отримав більш точне значення згаданого періоду – приблизно 11 

років, а в 1848 ввів широко розповсюджене поняття відносного числа сонячних 

плям (числа Вольфа) – як міру інтенсивності плямоутворення, яка успішно 

використовується в різноманітних задачах їх аналізу. 

Окремий етап в дослідженні сонячних плям, посідають дослідження 

Шустера [21]. Виходячи із наглядної «періодичності» послідовності (ряду) чисел 

сонячних плям, Шустер запропонував спосіб їх аналізу, що отримав назву 

періодограманалізу. В основі цього методу лежало припущення, що ряд із чисел 

сонячних плям утворюється синусоїдами і косинусоїдами різних частот, а задача 

аналізу цього ряду зводилася до виявлення в ньому прихованих (рос.: 

«скрытых») періодичностей. Шустер виконав обробку середньомісячних 
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значень числа сонячних плям за період з 1749 до 1894 р. і при цьому отримав 

оцінку періоду, рівну 125,11  року. Ще один підхід до дослідження числа (потоку) 

сонячних плям запропонував Юл (1928), для цього за модель появи сонячних 

плям він використав процес авторегресії і всі подальші дослідження здійснював 

на базі цієї моделі. 

Задачі та методи оцінки постійного періоду розглядалася в значній 

кількості робіт. Про постановку таких задач і методи їх вирішення можна знайти 

в роботі [133], яку вже можна вважати класичною. Ще одна із задач в цьому 

напрямку розглядалася в [54, 116] і стосувалася побудови оцінки періоду 

періодично корельованих випадкових процесів. 

В порівнянні із наявністю значної кількості задач та методів побудови 

оцінки  періоду для періодичних функцій і випадкових процесів, задача оцінки 

змінного періоду не розглядалася. Задачу оцінки змінного періоду розглянемо на 

прикладі ЕКГ, отриманої після дії на організм фізичного навантаження. 

 

4.1 Постановка задачі оцінки змінного періоду емпіричних функцій зі 

змінним періодом 

 

Подібно до ситуації із постійним періодом, виникають питання 

необхідності знання змінного періоду. Можна вказати на декілька важливих 

напрямів використання оцінки змінного періоду. Якщо для ПФЗП її період 

невідомий, наявність оцінки дозволяє розглядати задачі побудови ряду Фур’є 

такої функції, використовуючи при цьому замість точного значення змінного 

періоду його оцінку. Неабияке значення оцінка змінного періоду матиме і для 

задач в кардіології при дослідженні варіабельності серцевого ритму в 

нестаціонарних режимах, тобто у випадках дії на організм певних збудників 

спокою, найперше фізичного навантаження. Побудова змінного періоду ЕКГ 

після фізичного навантаження дозволить оцінити функціональні та адаптаційні 

можливості організму та оцінити стан людини, її фізичні здатності. 
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В порівнянні із наявністю значної кількості задач та методів побудови 

оцінки  періоду для періодичних функцій і випадкових процесів, задача  оцінки 

змінного періоду не розглядалася. Задачу оцінки змінного періоду розглянемо на 

прикладі ЕКГ, отриманої після дії на організм фізичного навантаження. 

Процес побудови оцінки змінного періоду ЕКГ, отриманої після фізичного 

навантаження розділимо на два етапи. На першому етапі необхідно провести 

експериментальні дослідження з метою отримати послідовність значення 

змінного періоду на протязі деякого часового інтервалу. Такими значеннями є 

RR  інтервалами. На другому – використовуючи послідовність RR  

інтервалами, методом апроксимації побудувати функцію, яка і буде оцінкою 

змінного періоду. 

 

4.2 Відбір експериментальних даних для оцінки змінного періоду ЕКГ 

 

Експеримент з відбору даних полягає в тому, що спочатку організм 

пацієнта піддається деякому «стандартному» фізичному навантаженню 

(двадцять глибоких присідань). Зразу ж після присідання здійснювався відбір 

RR  інтервалів. 

Для відбору експериментальних даних, необхідних для побудови оцінки 

змінного періоду ЕКГ існують різні засоби медичного і немедичного 

призначення. 

Реєстрація електрокардіограми, що фіксує серцевий ритм протягом 

декількох хвилин після невеликого фізичного навантаження з метою подальшого 

аналізу RR  інтервалів відбувається за допомогою сучасних 

електрокардіографів холтерівського моніторингу, які відрізняються високою 

технічною досконалістю, наприклад, Комп'ютерний електрокардіографічний 

комплекс CARDIOTEST (DX-системи, Україна), призначений для обробки, 

зберігання, аналізу та друку біоелектричних потенціалів серця, переданих у 

цифровому вигляді підсилювачем на комп'ютер. У системі CARDIOTEST 

передбачено систему автоматичного аналізу аритмії серцевого ритму. Система 
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аналізує кожен комплекс і наочно дає інформацію про синусовий ритм, а також 

про наявність передсердних, шлуночкових і вузлових електрокардіосигналів. 

Інші медичні прилади: Кардиотехника-4000 (ИНКАРТ, Росія), Монітор 

артеріального тиску і електрокардіосигналів добовий SDM23 (ТОВ "ІКС-Техно", 

Україна). Вартість таких приладів дуже висока, а щоб ними скористатись, 

потрібно звертатись в спеціалізовану клініку, оснащену відповідним 

обладнанням і яка має в штаті фахівців, що володіють методикою обробки та 

аналізу отриманих даних. 

Однак, аналіз приладів для реєстрації ЕКГ з метою аналізу RR  

інтервалів показав, що для аналізу ритму серця є прилади немедичного 

призначення, менш вартісні та доступніші для будь-якого користувача. Це 

спортивні пульсометри, наприклад, годинник Polar M600, Кардіофлешка ECG 

Dongle (вимірювання частоти серцевих скорочень (ЧСС); відображення роботи 

серця в режимі реального часу, відправка лікарю-кардіологу отриманих 

результатів вимірювань через мобільний додаток), спортивний браслет POLAR 

H10 (вимірювання пульсу, що дозволяє уникнути перешкод при передачі даних 

і забезпечує високу точність). 

 

                                      

   а)         б)          в) 

Рисунок 4.2 – Пульсометри: а) Polar M600, б) Кардіофлешка ECG Dongle, 

в) спортивний пояс POLAR H10 

 

Найбільшу увагу привернув пульсометр POLAR RS800SD з сенсорами 

POLAR S3 STRIDE SENSOR ™ WIND, Garmin Forerunner 305 – давач частоти 

пульсу з визначенням швидкості руху та варіабельності ритму серця (рис.4.3).  

https://blog.smart-gadget.club/wp-content/uploads/2017/06/Polar-M600.jpg
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Монітор серцевого ритму POLAR RS810SD дозволяє проводити 

безперервну обробку сигналів GPS і ЧСС із визначеною експериментатором 

дискретністю; записує час між R-піками серцевого ритму; має обсяг  пам'яті для 

багатогодинного запису динаміки зміни реєстрованих показників ЧСС у 

реальному масштабі часу; має можливість комп'ютерної обробки даних у 

прикладній програмі: база даних спортсменів, динаміка ЧСС, швидкість 

пройденої віддалі, підсумки показників за період підготовки тощо; має 

стандартний інтерфейс для швидкого і легкого з’єднання як з комп'ютером, так і 

з іншими пристроями. 

 

Рисунок 4.3 – Пульсометр POLAR RS800SD 

 

Усі дані вимірювань опрацьовуються в одному програмному пакеті, який 

забезпечує їх детальний аналіз та інтерпретацію. Монітор серцевого ритму – 

мобільна система, яка дозволяє позбутися прив'язки об'єкта дослідження до 

ергометру (бігової доріжки, велоергометру, веслового або плавального 

ергометру) та проводити дослідження за межами лабораторії за умов спортивних 

тренувань і змагань спортсменів. POLAR RS810SD відповідає стандартам з 

контролю якості ISO 9001. Цей пульсометр є загальновизнаним у світі і його 

точність та надійність вимірювання варіабельності серцевого ритму (ВСР) в 

умовах фізичних навантажень були підтвердженні в роботі [6, 11].  

Даним пульсометром POLAR RS800SD з поясом POLAR H10, який фіксує 

RR  інтервали, здійснюємо відбір експериментальних даних після присідання, 

тобто значень ЗП nkT
k

,,2,1,  ,  де k
T  – відстань між RR  зубцями ЕКГ. 



126 

За значеннями ЗП k
T  обчислювалися значення ЗЧ 

k
k T

1 . Отримані дані 

зручно подавати у вигляді таблиці 4.1. 

 

Таблиця 4.1 –  Експериментальні дані 

k  1 2  ... 1n  n  

k
T  

1
T  2

T  ... 1n
T  n

T  

k
  

1
  2

  ... 1n
  n

  

 

Кожне десяте значення k
T  та k

  показані на рисунку 4.4, графіки 1 і 2. 

 

Рисунок 4.4 – Експериментальні значення змінного періоду k
T  (1) та змінної 

частоти k
  (2), отримані після фізичного навантаження пацієнта 

 

4.3 Алгоритм оцінки змінного періоду ЕКГ після фізичного 

навантаження 

 

Для знаходження функціонального виразу оцінки змінного періоду 

використаємо метод апроксимації значень періоду nkT
k

,...,2,1,  , або 

відповідних їм значень k
 . Нагадаємо [28], що суть апроксимації полягає в 

побудові такої функції, яка б найбільш точно («найкращим» чином) 

відтворювала б динаміку (характер, особливості, тенденцію) поведінки 

експериментальних даних. Вирішення цієї задачі теж розіб’ємо два етапи. 

Спочатку здійснюється вибір класу функцій, до якого відноситься апроксимуюча 
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функція. Це може бути лінійна функція, квадратична, поліноміальна заданого 

степеня, логарифмічна, експоненційна тощо. На другому етапі визначаються 

коефіцієнти та параметри цієї функції. 

Враховуючи зроблені зауваження, проведемо попередній аналіз значень 

періоду nkT
k

,...,2,1,  , та відповідних значень частоти k
 , графіки яких 

наведених на рисунку 4.4. Аналіз динаміки зміни k
T  та k

  показує, що спочатку 

доцільно провести апроксимацію ЗЧ k
 . Щодо графіка значень nkT

k
,...,2,1,  , то 

вказати клас функцій, представник якого дозволив  би відтворювати відповідні 

закономірності, дещо проблематично. 

Можна стверджувати, що поведінка k
  має форму експоненційної 

залежності (змінюється за експоненційним законом), тому для відтворення цієї 

залежності можна взяти функцію експоненційного типу 

     ,0, tbeat t . (4.1) 

Для функції апроксимації      ,,, batbeat
df

t  
 значення її 

коефіцієнтів ba,  і параметра   (в загальному – параметрів ,,ba ) є невідомими. 

Для їх знаходження виберемо критерій, суть якого полягає в тому, щоб шукана 

функція «найближче» розмістилася до значень частот nk
k

,...,2,1,  , найкраще 

відтворювала закономірність їх поведінки. 

Для вирішення цієї задачі переважно використовують метод найменших 

квадратів. Щоб записати умову цього методу, через 2S  позначимо суму квадратів 

різниць (відхилень) між значеннями частот nk
k

,...,2,1,  , та відповідних 

значень функції апроксимації  t  в точках k
t : 

        
,,,2

1

2

1

22 batSbeatS
k

dfn

k

t

k

n

k
kk

k  






. (4.2) 

В цій сумі експериментальні значення частоти k
  є відомими, а параметри 

,,ba  розглядаються як змінні величини. Згідно методу найменших квадратів 

параметри ,, ba  знаходяться із умови мінімізації суми: 
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  



n

k
kk

ba
t

1

2

,,
0min 


, (4.3) 

де мінімум шукається в деякій області значень параметрів ,, ba , межі якої 

задаються апріорно, виходячи із емпіричних міркувань. 

Використовуючи необхідну умову мінімуму функції  ,,,2 batS
k

 та 

прирівнюючи до нуля градієнт цієї функції, компонентами якого є часткові 

похідні  ,,,2 batS
k  по параметрах ba,  і  , отримаємо систему трьох рівнянь з 

трьома невідомими ,,ba : 
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 (4.4) 

Після обчислення часткових похідних отримаємо наступну систему 

рівнянь: 

       
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         



























































,0

,0

,0

11

11

11

ii

ii

i

t

k

n

i

t

kk

n

k
kk

t
n

i

t

kk

n

k
kk

n

i

t

kk

n

k
kk

etbbeat
b

t

ebeat
b

t

beat
a

t






















 (4.5) 

  1



k

t
a


,      it

k
et

b

 





,       it

kk
etbt





 





. 

Отримано задачу оптимізації: необхідно знайти розв’язки системи 

нелінійних рівнянь (4.5) відносно невідомих ,, ba  при виконанні умови (4.3). 

Апробованим методом для розв’язування задач нелінійної оптимізації такого 

типу є ітеративний (з алгоритмічної точки зору) метод градієнтного спуску. Зміст 

його зводиться до організації руху системи в напрямку до екстремуму 

послідовними кроками, причому напрямок руху збігається із градієнтом, якщо 
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шукається максимум, і протилежний градієнту (говорять, що напрямок руху 

збігається з “антиградієнтом”), якщо виконується пошук мінімуму.  

Градієнт скалярної функції   ,,, bat  (вектор градієнта) визначається як 

вектор-стовпець перших часткових похідних функції по незалежних змінних 

,, ba : 
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Для зручності подальшого викладу невідомі величини ,, ba  об’єднаємо у 

вектор  ,, bau 


. Тоді 
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Часткові похідні обчислюються в точці 
 iuu  , 

        iiii bau ,,  – 

наближення шуканих величин ,, ba , отримане на i -ому кроці ітераційного 

процесу. 

Для руху вздовж градієнта вводиться поняття одиничного вектора 

градієнта 

 
 
 utgrad

utgrad
ute

grad 




,

,
,




  , 

де   – норма вектора градієнта: 

 
     

222

,,,
, 













































ut

b

ut

a

ut
utgrad




 

Градієнт  utgrad


,  у кожній точці області визначення повністю описує 

поведінку функції   ,,, bat . Він спрямований по нормалі до поверхні рівня, 
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проведеної через розглянуту точку, а по абсолютній величині дорівнює похідній 

функції по напрямку нормалі. Через те, що найшвидша зміна функції 

відбувається при переміщенні вздовж нормалі до поверхні рівня, напрямок 

градієнта збігається з напрямком найшвидшого зростання функції. Природно, 

що напрямок антиградієнта збігається з напрямком найшвидшого спадання 

значення функції. 

У методі градієнтного спуску початкові значення вектора незалежних 

змінних  0u  задаються довільно, або виходячи з наявної апріорної інформації 

про положення точки екстремуму. У запропонованому нами алгоритмі ці 

значення будуть дискретно перебиратися у деякому паралелепіпеді 

тривимірного простору для змінних ,, ba . Потім виконуємо перший крок 

ітерації: з метою наближення до точки екстремуму  0u  змінюємо на  0u  і 

отримуємо 
     001 uuu  . Потім робимо новий крок  і т.д. 

Таким чином, на кожній ітерації обчислюємо значення вектора  

     iii uuu 1
. 

 

Оскільки напрямок вектора градієнта вказує напрямок найшвидшого 

збільшення функції, то кроки u виконують у напрямку градієнта при пошуку 

максимуму й антиградієнта при пошуку мінімуму. У нас розглядається задача 

мінімізації, тому візьмемо 
    i

grad

i utehu


, , де h  – множник, що визначає 

величину кроку 
 iu ,  ute

grad


,  – одиничний вектор градієнта, i  – номер 

ітерації. Знак "–" указує на напрямок антиградієнта. 

Тому алгоритм градієнтного пошуку застосуємо у наступному вигляді: 

      i

grad

ii utehuu


,1 
 (4.6) 

При цьому величина кроку  uteh
grad


,  змінюватиметься автоматично 

відповідно до зміни величини градієнта. Величину h  називають параметром 

кроку і у переважній більшості реалізацій методу градієнтного спуску параметр 

кроку залишається постійним.  
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Ітераційна формула (4.6) може бути записана в розгорнутому вигляді: 
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 
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


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
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
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



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
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

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

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
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






















i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

utgrad

ut

utgrad

b

ut

utgrad

a

ut

hb

a

b

a













,

,

,

,

,

,

1

1

1
















 

Питання вибору величини кроку є досить важливим і в остаточному 

підсумку визначає працездатність і швидкість збіжності алгоритму. Якщо розмір 

кроку обраний занадто малим, то рух до оптимуму буде довгим через 

необхідність обчислення часткових похідних у багатьох точках. При великому 

кроці в районі оптимуму можуть виникнути незатухаючі коливання незалежних 

змінних і знижується точність знаходження екстремуму. При дуже великому 

кроці можливі розбіжні коливання.  

У запропонованому алгоритмі параметр кроку h  при переході від однієї 

ітерації до наступної зменшується удвоє. Це забезпечує досить велику швидкість 

збіжності і стійкість алгоритму. 

Критерієм завершення пошуку оптимальних величин ,, ba  є виконання 

умови: 

    


n

i
ii

t
1

2
, 

де   – наперед задане, достатньо мале, додатне число. 

Підставивши отримані значення параметрів ba,  і   у вираз   tbeat  

, отримаємо апроксимуючу функцію змінної частоти. Щодо апроксимації 

послідовності значень змінного періоду nkT
k

,...,2,1,  , то як вже відзначалося 

вище, в нашому випадку є певні труднощі безпосередньо підібрати функцію  tT

, яка б достатньо точно відображала б характер поведінки цієї. Однак 
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враховуючи взаємозв’язок між періодом і частотою, апроксимуючою функцією 

змінного періоду буде функція 

 
  tbeat

tT
 


11

. 

 

Якщо значення параметрів ,, ba  підставити у вираз (4.2), то значення 

  





n

k

t

k

kbeaS
1

22 


  

 

буде визначати величину (рівень) наближення наближення функції апроксимації 

 t  до експериментальних даних. Величину 
2


S  переважно називають мірою 

(оцінкою) квадратичного відхиленням функції апроксимації  t  від значень 
k

 . 

Іноді для відхилення 2


S  ще використовують терміни «нев’язка» 

«непогодження». Термін «похибка апроксимації», який теж часто вживається 

для величини 
2


S , на нашу думку, не відповідає сутті задачі. Величина 

n
S 2

2 


   

буде середньоквадратичним відхиленням апроксимації. Крім відхилень 
2


S  і 

2


  

ми будемо користуватися також відхиленням 

n
S 2




  , (4.7) 

яке теж переважно називають середньоквадратичним відхиленням апроксимації. 

Мірою квадратичного відхилення функції апроксимації  tT  від значень 

nkT
k

,...,2,1,  , буде величина    

















n

k
tk

n

k
kkT

kbea
TtTTS

1

2

1

22 1


. Відповідне 

їй середньоквадратичне відхилення  

n
S

T
T

2

 . (4.8) 
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4.4 Інформативно-діагностичні параметри варіабельності серцевого 

ритму після фізичного навантаження 

 

Можна вказати на декілька важливих напрямів використання оцінки 

змінного періоду. Якщо для ПФЗП її період невідомий, наявність оцінки 

дозволяє розглядати задачі побудови ряду Фур’є такої функції, використовуючи 

при цьому замість точного значення змінного періоду його оцінку. Неабияке 

значення оцінка змінного періоду матиме і для задач в кардіології. Зупинимось 

на цьому питані більш детально. 

Параметри ,, ba , що входять в функцію змінної частоти   tbeat    

(відповідно змінного періоду  
tbea

tT



1

), а також середньоквадратичні 

відхилення 
 , T

  пропонується використовувати як діагностичні ознаки в 

задачах класифікації, розпізнавання, де досліджуються функції чи процеси зі 

змінним періодом. Це може стосуватися, наприклад, медичної діагностики 

загального призначення при оцінці стану організму, ефективності лікування чи 

реабілітаційного процесу. В питаннях спортивної, космічної медицини, задачах 

судової експертизи ці параметри можуть виявитися досить інформативними при 

оцінці стану та поведінки організму в стресових ситуаціях, при значних фізичних 

навантаженнях тощо. Зауважимо, що з позицій кардіологічного аналізу параметр 

a  означає частоту пульсу (серцевих скорочень), яка наступить через деякий час 

після його стабілізації (частоту пульсу в стані спокою), параметр b  означає, на 

яку величину зростає частота пульсу в порівнянні із частотою в стані спокою, 

параметр   характеризує «швидкість» стабілізації пульсу. 

Було проведено ряд експериментальних досліджень, пов’язаних із 

визначенням змінного періоду і частоти серцебиття пацієнтів після фізичного 

навантаження. Як приклад, наведемо результати двох експериментів, учасники 

яких відносилися до різних вікових категорій. В таблиці 4.2 наведені результати 
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вимірювань перших трьох і двох останніх відліків часу 
k

t , обчислені значення 

k
t , 

k
T , 

k
 . 

 

Таблиця 4.3 – Результати вимірювань змінного періоду і частоти серцебиття 

пацієнтів після фізичного навантаження 

 k  1 2  3  ... 1n  n  

Е
к
сп

ер
. 

1
 

k
T  0.458 0.485 0.519 … 0.812 0.793 

k
  2.183 2.061 1.926 … 1.232 1.262 

Е
к
сп

ер
. 

2
 

k
T  0.41 0.439 0.489 … 0.79 0.813 

k
  2.439 2.277 2.044 … 1.266 1.230 

 

Для знаходження параметрів ba,  і   функції апроксимації частоти 

  tbeat    було використано програмне забезпечення системи MATHCAD. 

Значення цих параметрів а також значення середньоквадратичних відхилень 
  

і T
 , обчислені згідно (4.7) і (4.8), наведені в таблиці 4.3. 

 

Таблиця 4.3 – Експериментальні значення параметрів, що входять в 

апроксимуючу функцію змінного періоду 

Номер 

експерименту 

Параметри змінного періоду та середньоквадратичні відхилення 

a  b      
T  

1 1,148 1,015 0,013 0,04 0,016 

2 1,23 1,407 0,036 0,039 0,022 

 

Використовуючи значення параметрів ,, ba , побудовані графіки 

функцій апроксимації змінної частоти )(t  та змінного періоду )(tT . На рисунку 

4.5 наведені результати для експерименту 1: експериментальні дані змінної 

частоти nk
k

,..,2,1,  , – точковий графік 1а; змінна частота у вигляді 

експоненційної функції 
tet 013.0015.1148.1)(   – графік 1б; експериментальні 
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дані змінного періоду 
k

T  – точковий графік 2а; змінний період 

te
tT

013.0015.1148.1

1
)(


  – графік 2б. Аналогічні результати для експерименту 

2 наведені на рисунку 4.6: змінною частотою є експоненційна функція 

tet 036.0407.123.1)(   – графік 1а, експериментальні дані змінної частоти 

nk
k

,..,2,1,  , – точковий графік 1б; змінний період 
te

tT
036.0407.123.1

1
)(


  – 

графік 2а; експериментальні дані змінного періоду 
k

T  – точковий графік 2б. 

 

Рисунок 4.5 – Результати експерименту 1: експериментальні дані  ЗЧ 
k

  

та функція ЗЧ  t  (графіки 1а і 1б), значення ЗП 
k

T  та функція ЗП  tT  

(графіки 2а і 2б) 

 

 

Рисунок 4.6 – Результати експерименту 2: експериментальні дані  ЗЧ 
k

  

та функція ЗЧ  t  (графіки 1а і 1б), значення ЗП 
k

T  та функція ЗП  tT  

(графіки 2а і 2б) 
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Порівнюючи діагностичні ознаки і графіки змінної частоти та змінного 

періоду пацієнтів в експериментах 1 і 2, видно, що частота пульсу пацієнта в 

експерименті 1 після фізичного навантаження та частота пульсу після його 

стабілізації менша відповідних частот в експерименті 2. Разом з тим порівняння 

значень параметра   показує, що швидкість стабілізації частоти пульсу пацієнта 

в експерименті 2 більша відповідного показника в експерименті 1, тобто пульс в 

експерименті 2 швидше спадає (приходить в «норму») в порівнянні з цією ж 

характеристикою в експерименті 1. З точки зору медичної практики це свідчить 

про значно кращий фізичний стан пацієнта в експерименті 2. 

 

4.5 Програмне забезпечення для оцінки варіабельності серцевого 

ритму після фізичного навантаження 

 

На основі розробленого вище алгоритму оцінки змінного періоду ЕКГ 

після фізичного навантаження, створена відповідна комп’ютерна програма 

«Аналіз RR-інтервалів та оцінка варіабельності серцевого ритму» у середовищі 

Microsoft Visual Studio Community 2017 з використанням мови програмування C# 

[44].  

Узагальнений алгортм роботи комп’ютерної програми для визначення 

діагностичних ознак варіабельності серцевого ритму зображена на рисунку 4.7. 

Основними призначеннями програмного продукту є:  

1. Аналіз RR  інтервалів після фізичного навантаження, розрахунок 

параметрів, які є інформативно-діагностичними ознаками варіабельності 

серцевого ритму після фізичного навантаження. 

2. Побудова кривої змінної частоти та змінного періоду серцевого ритму.  

Дана комп’ютерна програма дозволяє завантажувати файли з даними 

RR  інтервалів серцевого ритму, отримані приладом POLAR S810SD. Обробка 

даних може проводитися як для всього часового ряду, так і для окремо обраних 

періодів. 
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Рисунок 4.7 – Структурна схема алгоритму визначення діагностичних ознак 

варіабельності серцевого  ритму 

 

Після проаналізованих вимог, створюємо діаграми майбутніх класів для 

програмної реалізації (ООП реалізація) та виділяємо зв’язки між ними 

(наслідування і т.д.). 

Основу програмного продукту становлять два  вікна: 

- Головне вікно. Призначене для виведення графіків, розрахованих 

параметрів та збереження результатів аналізу; 

- Вікно виведення даних. На даній формі вказується шлях до файлу, або 

ж вносяться дані користувачем. Також для коректної роботи необхідна 

можливість модифікувати вхідні дані (вибрати діапазон з наданого 

файлу, який містить RR  інтервали). 

Основною складовою програмного продукту є клас CurveFunctions. В 

даному класі здійснюється розрахунок коефіцієнтів (параметрів) для 

апроксимації функції змінної частоти серцебиття та змінного періоду. На 

рисунку 4.8 наведено блок-схему обчислення параметрів ,, ba . 
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Рисунок 4.8 – Блок-схема роботи функції обчислення параметрів ,, ba  

 

Наступний етап – тестування роботи розробленого ПЗ. Під час нього 

відбувається відлагодження коду та пошук помилок у роботі програми. Для 

здійснення обробки виняткових ситуацій реалізовано введення вхідних значень 

за замовчуванням при порожніх полях введення або некоректних діях 

користувача. 

Інтерфейс програми наведено на рисунку 4.9. 
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Рисунок 4.9 – Головне вікно розробленого ПЗ 

 

Імпорт даних здійснюється у новому вікні «Вибрати файл» (рис. 4.10) 

натисканням кнопки «Ввести дані». В цьому ж вікні можна ввести дані пацієнта: 

прізвище, вік, стать. 

 

Рисунок 4.10 – Вікно вводу даних розробленого ПЗ 

 

Вхідними даними для програмного продукту є двовимірний масив 

показників серцебиття пацієнта, отриманих за допомогою приладу Polar S810. 

Приклад вхідних даних: 

212.258 0.612 

212.854 0.596 

213.449 0.595 

214.06 0.611 

214.636 0.576 

215.229 0.593 
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Вихідними даними або результатами роботи ПЗ вважаємо графік 

апроксимації вхідних даних та коефіцієнти, по яких він будується. 

Алгоритм роботи ПЗ наступний: 

1. Переходимо у вікно вибору вхідних даних, натиснувши кнопку 

«Ввести дані». 

2. У новому вікні натискаємо кнопку «Вибрати файл». 

3. Вказуємо розміщення файлу з RR  інтервалами. 

4. Вказуємо ліву та праву межу даних (якщо необхідно вибрати певний 

діапазон). 

5. Натискаємо кнопку зберегти. 

6. Натискаємо кнопку «Побудувати графік». 

7. Завершуємо роботу із програмою. 

Першим кроком при роботі з програмним продуктом є вибір файлу з 

вхідними даними. Для цього потрібно перейти в вікно введення даних та 

натиснути кнопку «Вибрати файл». В діалоговому вікні, яке з’явилося, необхідно 

вказати розміщення файлу з вхідними даними (рис. 4.11).  

 

Рисунок 4.11 – Завантаження даних 
 

Після вибору файлу дані завантажаться в програму та відобразяться на 

графіку (рис. 4.12). 
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Рисунок 4.12 – Відбір даних для аналізу 
 

 

Рисунок 4.13 – Відображення даних на графіку  

 
 

 

Рисунок 4.14 – Побудова лінії змінної частоти серцебиття  
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Рисунок 4.15 – Побудова лінії змінного періоду 

 та визначення діагностичних ознак 

 

При потребі необхідно вказати діапазон зі значеннями після фізичного 

навантаження та натиснути кнопку «Зберегти».  

 

  

Рисунок 4.16 – Встановлення діапазону вхідних даних 

 

Вказаний діапазон значень RR  інтервалів відобразиться на графіку. 

Також до даного діапазону значень побудуються частоти (рис. 4.18).  
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Рисунок 4.17 – RR  інтервали та частоти серцевого ритму 

 

Для отримання параметрів та апроксимації значень потрібно натиснути 

кнопку «Розрахувати коефіцієнти» (рис. 4.18). 

 

 

Рисунок 4.18 – Отримання параметрів та апроксимація значень змінного 

періоду та частоти 

 

Для збільшення апроксимуючої функції можна скористатися діапазоном 

відображуваного графіку,  який знаходиться праворуч, вказавши межі значень по 

осі Y та натиснувши «Застосувати» (рис. 4.19). 
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Рисунок 4.19 – Апроксимуюча функція змінного періоду 

 

Приклади розрахунку коефіцієнтів для різних вхідних даних наведено 

нижче: 

 

 

Рисунок 4.20 – Приклади розрахунку коефіцієнтів для різних вхідних 

даних 
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 Інформаційна технологія (рис. 4.21), на основі розробленого методу 

оцінки варіабельності серцевого ритму, який реалізований в програмі, дає 

можливість визначити діагностичні ознаки при статистичній обробці RR  

інтервалів електрокардіограми, отриманої після дії на організм певного збудника 

спокою, зокрема фізичного навантаження. 

Знайдені параметри є інформативними і можуть використовуватись в 

медичній діагностиці загального призначення при оцінці стану серцево-судинної 

системи організму, ефективності лікування чи реабілітаційного процесу після 

фізичного навантаження чи стресових ситуацій. 

 

 

Рисунок 4.21 – Структурна схема інформаційної технології оцінювання 

змінного періоду ЕКГ та визначення діагностичних ознак варіабельності 

серцевого ритму 

 

На основі розроблених методів запропонована інформаційна технологія 

аналізу процесів зі змінним періодом, схема якої зображена на рисунку 4.22. 
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Рисунок 4.22 – Функціональна схема ІТ аналізу процесів зі змінним 

періодом 

 

За допомогою розроблених методів і програмних засобів доведено 

ефективність запропонованої інформаційної технології аналізу процесів зі 

змінним періодом, яка дозволяє більш повно подати інформацію про такі 

процеси за рахунок знаходження додаткових параметрів та автоматизувати їх 

аналіз, що дає змогу підвищити об’єктивність та достовірність аналізу процесів 

зі змінним періодом з метою прийняття певних рішень. 

 

Висновки до розділу 4 

1. Вперше поставлено питання про важливість оцінки змінного періоду для 

ПФЗП та здійснена постановка задачі на прикладі оцінки змінного періоду 
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ЕКГ, отриманої після фізичного навантаження. Побудову оцінки розбито на 

два етапи: 

а) отримання експериментальних даних для побудови оцінки; 

б) побудова самої оцінки. 

2. Проведено експериментальні дослідження з відбору дискретних значень 

змінного періоду ( RR  інтервалів) ЕКГ після дії на організм фізичного 

навантаження. 

3. Методом апроксимації послідовності RR  інтервалів побудована оцінка 

змінної частоти та відповідно змінного періоду ЕКГ. 

4. Виявилося, що оцінка змінної частоти ЕКГ має вигляд експоненційної 

функції, що визначається трьома параметрами. Один з них вказує на частоту 

серцевих скорочень в стані спокою. Другий параметр вказує, на яку 

величину зростає частота серцевих скорочень в порівнянні із частотою в 

стані спокою. Третій параметр характеризує швидкість стабілізації серцевих 

скорочень. 

5. Запропоновано формулу для обчислення середньоквадратичне відхилення 

значень RR  інтервалів від оцінки змінного періоду. 

6. Згідно розроблених методів та алгоритмів оцінки змінного періоду створено 

відповідне програмне забезпечення. 

7. Отримані значення параметрів змінної частоти та відповідно змінного 

періоду ЕКГ, а також середньоквадратичне відхилення значень RR  

інтервалів від оцінки змінного періоду можуть бути використані як нові  і 

досить інформативні параметри при визначенні варіабельності серцевого 

ритмі після дії на організм фізичного навантаження. 
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ВИСНОВКИ 

 

В дисертації вирішено актуальне наукове завдання підвищення ступеня 

повноти подання інформації про процеси зі змінним періодом та рівня 

автоматизації аналізу цих процесів шляхом розробки моделі, методів та 

інформаційної технології для підтримки прийняття рішень, зокрема в задачах 

кардіології для оцінювання варіабельності серцевого ритму після дії на організм 

пацієнта фізичного навантаження. 

Основні наукові й практичні результати роботи полягають в наступному: 

1. В результаті аналізу проблеми дослідження процесів зі змінним 

періодом показано, що існуючі методи не дозволяють повно подати інформацію 

про процеси зі змінним періодом для прийняття відповідних рішень. 

Обґрунтовано, що для розробки інформаційної технології аналізу процесів зі 

змінним періодом доцільно використати підхід, що охоплюється схемою 

«модель–алгоритм–програма» з орієнтацією на побудову рядів Фур’є ПФЗП та 

їх застосування для задач оцінювання варіабельності серцевого ритму після дії 

на організм людини фізичного навантаження. 

2. Розроблено та систематизовано способи аналітичного подання функцій 

зі змінним періодом як математичної моделі процесів зі змінним періодом, що 

дозволило здійснювати перевірку правильності теоретичних положень теорії 

рядів для періодичних функцій зі змінним періодом. 

3. Розроблено метод побудови рядів Фур’є періодичних функцій зі змінним 

періодом. Досліджено та перевірено ортогональність тригонометричних систем 

функцій зі змінним періодом, причому перевірка здійснювалася на різних 

інтервалах ортогональності та з використанням відповідної вагової функції. 

Побудова рядів Фур’є дозволила здійснювати спектральний аналіз процесів зі 

змінним періодом, зокрема обчислювати амплітудний та фазовий спектри, що 

надзвичайно важливо для задач класифікації, розпізнавання процесів зі змінним 

періодом в кардіології, гідро- та віброакустиці тощо. 
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4. Запропоновано метод оцінювання віддалі між ПФЗП і її скінченим рядом 

Фур’є, що дає можливість оцінити точність наближення, це дозволяє 

використовувати ряд як наближений варіант функції, тобто її «замінник», а тому 

результати аналізу властивостей ряду вважати за властивості самої функції, як 

моделі процесу зі змінним  

5. Запропоновано метод оцінки змінного періоду для електрокардіограми, 

отриманої після дії на організм людини фізичного навантаження, який за рахунок 

отримання додаткових параметрів варіабельності серцевого ритму дозволив 

розширити множину діагностичних ознак для підтримки прийняття рішень в 

кардіології при дослідженні функціонального стану серцево-судинної системи 

людини і цим самим дозволив підвищити інформативність та ступінь 

автоматизації аналізу ЕКГ, як процесу зі змінним періодом. 

6. Розроблені в роботі моделі, методи та інформаційна технологія аналізу  

процесів зі змінним періодом, яка реалізована в програмних пакетах «Фур’є-

аналіз ПФЗП» та «Аналіз RR-інтервалів та оцінка варіабельності серцевого 

ритму», що суттєво доповнюють відомі комп’ютерні пакети (Maple, Mathematica, 

Mathcad, MATLAB), можуть бути використані для аналізу процесів зі змінним 

періодом, зокрема в прикладних задачах кардіології. 
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24. Дмитроца Л.П. Порівняльний аналіз приладів для реєстрації RR-
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25. Приймак М.В. Інформаційні технології дослідження періодичних 

функцій із змінним періодом та їх застосування для оцінки варіабельності 

серцевого ритму / Приймак М.В., Василенко Я.П., Дмитроца Л.П., Олійник М.З. 

// Сучасні проблеми математичного моделювання, обчислювальних методів та 
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Приймак Микола Володимирович, Василенко Ярослав Пилипович. – Зареєстр. в 

Управлінні державних реєстрацій Департаменту інтелектуальної власності 
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Додаток Б 

Частина програмного коду розробленого ПЗ  «Фур’є-аналіз функцій 

зі змінним періодом» 

 

Лістинг Б.1 – Функція, для визначення правої точки аналізу (кінцевої) у 

відповідності до типу досліджуваної функції 

 

private double getEndInterval(double funcPow, double x, string 

type_of_func) 

        { 

            double result = 0; 

            if (type_of_func == "Sin_Cos") 

            { 

                result = -x + Math.Pow((Math.Pow(x, funcPow) 

+ 2 * Math.PI), (1 / funcPow)); 

            } 

            else if (type_of_func == "Tan_Ctan") 

            { 

                result = -x + Math.Pow((Math.Pow(x, funcPow) 

+ Math.PI), (1 / funcPow)); 

            } 

            else if (type_of_func == "Log") 

            { 

                result = x * (log - 1); 

            } 

            else if (type_of_func == "Floor") 

            { 

                result = -x + Math.Pow((Math.Pow(x, funcPow) 

+ 1), (1 / funcPow)); 

            }           return result; 

        } 

 

Лістинг Б.2 – Призначення значень за замовчуванням та обчислення 

коефіцієнтів ряду Фур’є (використовуючи метод Сімпсона для чисельного 

інтегрування) із виведенням результатів у таблицю 

 

    a_k = new double[k + 1]; 

            b_k = new double[k + 1]; 

    

            for (int i = 0; i <= k; i++) 

            { 

                    double s1_a = 0; 

                    double s2_a = 0; 

                    double s1_b = 0; 
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                    double s2_b = 0; 

                    double integral1 = 0; 

                    double integral2 = 0; 

 

                    for (int j = 1; j <= n-1; j++) 

                    { 

                         

                        if (j % 2 == 0) 

                            { 

                                    s1_a += funcPow * 

Math.Pow(x_i[j], funcPow - 1.0) * f_i[j] * Math.Cos(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[j], funcPow)); 

                                    s1_b += funcPow * 

Math.Pow(x_i[j], funcPow - 1.0) * f_i[j] * Math.Sin(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[j], funcPow)); 

                            } 

                            else 

                            { 

                                    s2_a += funcPow * 

Math.Pow(x_i[j], funcPow - 1.0) * f_i[j] * Math.Cos(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[j], funcPow)); 

                                    s2_b += funcPow * 

Math.Pow(x_i[j], funcPow - 1.0) * f_i[j] * Math.Sin(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[j], funcPow)); 

                                } 

                            } 

                    } 

                        integral1 = (h / 3) * (funcPow * 

Math.Pow(x_i[0], funcPow - 1.0) * f_i[0] * Math.Cos(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[0], funcPow)) + funcPow * Math.Pow(x_i[n], funcPow - 

1.0) * f_i[n] * Math.Cos(i * 2 * Math.PI * Math.Pow(x_i[n], funcPow)) 

+ 2 * s1_a + 4 * s2_a); 

                        integral2 = (h / 3) * (funcPow * 

Math.Pow(x_i[0], funcPow - 1.0) * f_i[0] * Math.Sin(i * 2 * Math.PI 

* Math.Pow(x_i[0], funcPow)) + funcPow * Math.Pow(x_i[n], funcPow - 

1.0) * f_i[n] * Math.Sin(i * 2 * Math.PI * Math.Pow(x_i[n], funcPow)) 

+ 2 * s1_b + 4 * s2_b); 

                        a_k[i] = 2 * integral1; 

                        b_k[i] = 2 * integral2; 

                dataGridView1.Rows.Add(Math.Round(a_k[i], 6), 

Math.Round(b_k[i], 6)); 

            } 

 

Лістинг Б.3 – Формування функції суми ряду Фур’є 

 

string str_funcPow = Convert.ToString(funcPow).Replace(",", 

"."); 

            string[] str_a_k = new string[k + 1]; 

            string[] str_b_k = new string[k + 1]; 

 

            for (int i = 0; i <= k; i++) 
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            { 

                str_a_k[i] = 

Convert.ToString(a_k[i]).Replace(",", "."); 

                str_b_k[i] = 

Convert.ToString(b_k[i]).Replace(",", "."); 

            } 

 

            string ffunc = "Round(((" + str_a_k[0] + "/2) + "; 

 

            string str_2_PI = Convert.ToString(2 * 

Math.PI).Replace(",", "."); 

 

            for (int i = 1; i <= k; i++) 

            { 

                    if (i != k) 

                    { 

                        ffunc += str_a_k[i] + "*Cos(" + i + 

"*" + str_2_PI + "*Pow([X]," + str_funcPow + ")) + " + str_b_k[i] + 

"*Sin(" + i + "* " + str_2_PI + "*Pow([X]," + str_funcPow + ")) + 

"; 

                    } 

                    else 

                    { 

                        ffunc += str_a_k[i] + "*Cos(" + i + 

"*" + str_2_PI + "*Pow([X]," + str_funcPow + ")) + " + str_b_k[i] + 

"*Sin(" + i + "*" + str_2_PI + "*Pow([X]," + str_funcPow + "))),2)"; 

                    } 

            } 

 

Лістинг Б.4 – Побудова графіка суми ряду Фур’є 

 

Expression item3 = new Expression(ffunc); 

            string seriesName2 = "Furie Sum"; 

            chart1.Series[seriesName2].Points.Clear(); 

            for (double i = 0; i <= endX; i += step) 

            { 

                item3.Parameters["X"] = i; 

                var a_i = item3.Evaluate(); 

                chart1.Series[seriesName2].Points.AddXY(i, 

a_i); 

            } 

AmplFas();  
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Додаток В 

Частина програмного коду розробленого ПЗ  «Аналіз RR-інтервалів 

та оцінка варіабельності серцевого ритму» 

 

Лістинг В.1 – Код для імпорту файлів з даними з приладу 

private void button1_Click(object sender, EventArgs e) 

        { 

            Stream myStream = null; 

            string path = string.Empty; 

            OpenFileDialog openFileDialog1 = new 

OpenFileDialog(); 

 

            openFileDialog1.InitialDirectory = "c:\\"; 

            openFileDialog1.Filter = "txt files 

(*.txt)|*.txt|All files (*.*)|*.*"; 

            openFileDialog1.FilterIndex = 2; 

            openFileDialog1.RestoreDirectory = true; 

 

            if (openFileDialog1.ShowDialog() == 

DialogResult.OK) 

            { 

                try 

                { 

                    if ((myStream = 

openFileDialog1.OpenFile()) != null) 

                    { 

                        using (myStream) 

                        { 

                            path = openFileDialog1.FileName; 

                        } 

                    } 

                } 

                catch (Exception ex) 

                { 

                    MessageBox.Show("Error: Could not read 

file from disk. Original error: " + ex.Message); 

                } 

            } 

 

            if (path == "") 

            { 

                return; 

            } 

 

            string[] readText = File.ReadAllLines(path); 

 

            string[] patientData = readText[0].Split(';'); 

            if (patientData.Length == 3) 

            { 
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                fioTextBox.Text = patientData[0]; 

                ageTextBox.Text = patientData[1]; 

                if (patientData[2] == "1") 

                { 

                    sexTextBox.Text = "Жіноча"; 

                } 

                else if (patientData[2] == "0") 

                { 

                    sexTextBox.Text = "Чоловіча"; 

                } 

                else 

                { 

                    sexTextBox.Text = "Не вказано"; 

                } 

            } 

 

 

            _inputData = new double[readText.Count()-1, 2]; 

            for (int index = 1; index < readText.Count(); 

index++) 

            { 

                readText[index - 1] = 

readText[index].Replace('.', ','); 

                var oneItem = readText[index - 1].Split(' '); 

                if (Convert.ToDouble(oneItem[1]) == 0) { 

continue; } 

                _inputData[index-1, 0] = 

Convert.ToDouble(oneItem[0]); 

                _inputData[index-1, 1] = 

Convert.ToDouble(oneItem[1]); 

            } 

            BuildChart(); 

 

        } 

 

Лістинг В.2 – Побудова апроксимуючої функції 

private void Aproxim_Click(object sender, EventArgs e) 

        { 

            this.Cursor = Cursors.WaitCursor; 

            double error = CurveFunctions.FindGoodFit(Points, 

                out BestA, out BestB, out BestC, 10, 100); 

            double cofA = BestA / 10; 

            double cofB = BestB / 10; 

            double cofAlfa = BestC; 

 

            textBox1.Text = cofA.ToString(); 

            textBox2.Text = cofB.ToString(); 

            textBox3.Text = cofAlfa.ToString(); 

 

            chart1.Series["Series2"].Points.Clear(); 

            chart1.Series["Series2"].Enabled = true; 
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            chart1.Series["Series3"].Points.Clear(); 

            chart1.Series["Series3"].Enabled = true; 

 

            double degreeApproximation = 0.0d; 

            double quadraticDeviation = 0.0d; 

 

            for (int index = 0; index < Points.Count(); 

index++) 

            { 

                double yValue = cofA + cofB * Math.Pow(Math.E, 

cofAlfa * index); 

                chart1.Series["Series2"].Points.AddXY(index, 

yValue); 

                chart1.Series["Series3"].Points.AddXY(index, 

1/yValue); 

            } 

             

            for (int index = 0; index < 

chart1.Series["Series1"].Points.Count(); index++) 

            { 

                float currentValue = 

(float)(chart1.Series["Series1"].Points[index].YValues[0]); 

                

chart1.Series["Series1"].Points[index].YValues[0] =  currentValue; 

                //item.Y = chart1.Series["Series1"].Points; 

                degreeApproximation += 

Math.Pow(1/currentValue - (cofA + -cofB * Math.Pow(Math.E, cofAlfa 

* index)), 2); 

                quadraticDeviation += Math.Pow(currentValue - 

1 / (cofA + -cofB * Math.Pow(Math.E, cofAlfa * index)), 2); 

            } 

            this.Cursor = Cursors.Default; 

            degreeApproximationTxtBx.Text = Math.Sqrt( 

degreeApproximation / chart1.Series["Series1"].Points.Count() 

).ToString(); 

            quadraticDeviationTxtBx.Text = 

Math.Sqrt(quadraticDeviation / 

chart1.Series["Series1"].Points.Count()).ToString(); 

        } 

 

Лістинг В.3 – Встановлення меж  

private void setDataSides(int rightSideValue) 

        { 

            double minY = double.MaxValue; 

            int xValue = 0; 

            foreach (var item in chart1.Series["Data"].Points) 

            { 

                if (item.YValues[0] < minY && item.YValues[0] 

> 0) 

                { 

                    minY = item.YValues[0]; 
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                    xValue = Convert.ToInt32(item.XValue); 

                } 

            } 

            leftSideUpDown.Maximum = rightSideValue; 

            rightSideUpDown.Maximum = rightSideValue; 

 

            leftSideUpDown.Value = xValue; 

            rightSideUpDown.Value = rightSideValue; 

        } 

 

Лістинг В.4 – Об’єднання суміжніх точок для пришвидшення обчислень 

private double[,] RoundItems(double[,] inputData) 

        { 

            double[,] roundedData = new 

double[(int)(inputData.Length/countDotsInOneUpDown.Value /2), 2]; 

            double[] tmpOneItem = new double[2]; 

            int globalIndex = 0; 

            for (int index = 0; index < (int)(inputData.Length 

/2) - countDotsInOneUpDown.Value; index += 

(int)countDotsInOneUpDown.Value) 

            { 

                for (int secondIndex = 0 ; secondIndex < 

(int)countDotsInOneUpDown.Value; secondIndex++) 

                { 

                    tmpOneItem[0] += inputData[index + 

secondIndex, 0]; 

                    tmpOneItem[1] += inputData[index + 

secondIndex, 1]; 

                } 

                roundedData[globalIndex, 0] = tmpOneItem[0] / 

(int)countDotsInOneUpDown.Value; 

                roundedData[globalIndex, 1] = tmpOneItem[1] / 

(int)countDotsInOneUpDown.Value; 

                tmpOneItem[0] = 0; 

                tmpOneItem[1] = 0; 

                globalIndex++; 

            } 

            return roundedData; 

        } 
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Додаток Д 

Акти впроваджень результів дисертаційних досліджень 
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