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ПРУЖНА РІВНОВАГА ПЛАСТИНКИ З КРИВОЛІНІЙНИМ 
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Досліджується напружено-деформований стан на контурі криволінійного отвору, частково 

підсиленого системою трьох несиметричних ребер змінної жорсткості, в нескінченній пластинці, яка 
перебуває в умовах узагальненого плоского напруженого стану і циліндричного згину. Побудовано 

систему восьми сингулярних інтегрально-диференціальних рівнянь з ядрами Гільберта для визначення 

контактних напружень в зоні підсилення. Встановлено структуру її наближеного розв’язку. Для 

трикутного отвору розглянуто числовий приклад. 
 

А.Syasky, N.Shevtsova 
 

THE ELASTIC EQUILIBRIUM PLATE WITH CURVILINEAR 
CONTOUR THE PARTIAL STRENGTHENED BY THE SYSTEM OF 

THE THREE ASYMMETRICAL RIBS 
 

The mode of deformation contour the curvilinear hole the partial strengthened of the three 

asymmetrical ribs of varying stiffness in a infinite plate is analyze. The plate to be of generalized plane stress 

state and cylindrical bend. The system of eight singular integral-differential equations with cores of Hilbert for 

definition contact tensions in the area of strengthened is constructed. The structure of approximate solution of 

this system is explored. For the triangular hole numerical illustration is considered. 

 

Пластинки, послаблені отворами, знаходять широке застосування в інженерній 

практиці. Часткове підсилення контурів отворів тонкими пружними елементами 

дозволяє знайти оптимальний розв’язок двох суперечливих проблем сучасного 

машинобудування та будівництва – підвищення надійності та зниження 

металомісткості машин і споруд. 

Дослідженню впливу часткового підсилення контуру отвору тонкими пружними 

ребрами змінної жорсткості, які розміщені симетрично відносно середньої площини 

пластинки, присвячені роботи [1–4]. 

Задачі про несиметричне часткове підсилення криволінійного контуру одним 

або двома ребрами змінної жорсткості розглянуто в [5–7]. 

В даній роботі пропонується розв’язок задачі про часткове підсилення контуру 

криволінійного отвору пластинки, яка перебуває в умовах узагальненого плоского 

напруженого стану і циліндричного згину, системою трьох пружних ребер змінної 

жорсткості, розміщених несиметрично відносно середньої площини пластинки. 

Постановка і математична модель задачі. Розглянемо нескінченну ізотропну 

пластинку товщиною h2  з криволінійним отвором, гладкий контур якого L  має форму 

правильного N –кутника із закругленим кутами. Пластинка перебуває в умовах 

двостороннього розтягу (стиску) зусиллями p  і q  та циліндричного згину моментами 

1M  і 2M , прикладеними на нескінченності (рис.1). Систему прямокутних ),( yx  і 

полярних ),( δr  координат оберемо так, щоб вісь Ox  і полярна вісь співпадали з віссю 

симетрії отвору та визначали напрямок дії зусиль p  та моментів 1M . 

Допустимо, що три симетричні відносно осі Ox  ділянки 
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елементів зміщена відносно середньої площини пластинки на величину 0z . Підсилення 

моделюємо пружними лініями [8] і будемо нехтувати їх жорсткостями на згин в 

площині Γ  та кручення. Розв’язок задачі полягає у визначенні контактних зусиль ρT , 

ρλS  і моментів ρM , P  в зоні підсилення, кільцевих зусиль λT  і моментів λM  на 

контурі L  та поздовжніх сил λN  і згинаючих моментів ρL  в підсиленнях. 

 

Рисунок 1 – Розрахункова схема пластинки 

 

Граничні умови задачі на ділянках підсилення на підставі [5] запишемо у вигляді 
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Вирази для компонент тензора деформації точок контуру L  з урахуванням 

симетричності задачі відносно осі Ox  на підставі [5] можна записати у вигляді 
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Підставляючи (2), (3) з врахуванням співвідношень [2] 

 ( ) ;~ θρ=λσω′= ddds    
( )

;
)(

2
σω′

λΩ
=

λ
θ

d

d
   ( ) λ+β+α−=λΩ NN 22)1()(  (4) 

в граничні умови (1), одержимо після певних перетворень систему восьми сингулярних 

інтегрально-диференціальних рівнянь з ядрами Гільберта для визначення контактних 

зусиль ρλρρλρ STST
~

,
~

,,
00

 і моментів PMPM
~

,
~

,,
00

ρρ  в зоні підсилення 



ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2008. Том 13. № 1 
 

 16 

 
( ) 





+β−α+λβ+αν+
σω′ν+

λΩλ
−=λ+λ ρρρ

*
0

*
0

022

5

0
0

0 )())(1(
)3(

)()(
)()( YXM

kA
TzM  

 ;)(
~

),(
1

)(
~

),(
1

)(),(
1

)(),(
1 1

1

0

0

1

1

0

0

43
0

2
0

1






λ
π

−λ
π

+λ
π

−λ
π

+ ∫∫ ∫∫
β

α

α

α−

β

α
ρ

α

α−
ρ dttPtKdttMtKdttPtKdttMtK  

 
( ) ( )( )

;
)(

3)21(
)(

)(

)(
)(

2

2

0

20

0

λΩ

βα−−σω′
λ−

λΩ

σω′

λ∂

λ∂
−=λ ρ

ρ NNN
M

M
P  

 
( ) 





−β+αε+λβ+αν−
σω′

λΩλ
=

λ+λ








−λ λρ

ρρ
ρ

00022

5

0

0

0
0

02

0

00 v)())(1(
2

)()()()(
3)( T

Eh

FE

z

TzM

h

z
T  

 ;)(
~

),(
1

)(
~

),(
1

)(),(
1

)(),(
1 1

1

0

0

1

1

0

0

43
0

2
0

1






λ
π

+λ
π

−λ
π

+λ
π

− ∫∫ ∫∫
β

α
ρλ

α

α−

β

α
ρρλ

α

α−
ρ dttStKdttTtKdttStKdttTtK  

 
( ) ( )( )

,
)(

3)21(
)(

)(

)(
)(

2

2

0

20

0

λΩ

βα−−σω′
λ−

λΩ

σω′

λ∂

λ∂
−=λ ρ

ρ
ρλ

NNN
T

T
S    [ ];; 00 αα−∈λ  

 
( ) 





+β−α+λβ+αν+
σω′ν+

λΩλ
−=λ+λ ρρρ

*
0

*
0

22

50 )(
~

))(1(
)3(

)()(
)(

~
)(

~
YXM

kA
TzM  

 ;)(
~

),(
1

)(
~

),(
1

)(),(
1

)(),(
1 1

1

0

0

1

1

0

0

43
0

2
0

1






λ
π

−λ
π

+λ
π

−λ
π

+ ∫∫ ∫∫
β

α

α

α−

β

α
ρ

α

α−
ρ dttPtKdttMtKdttPtKdttMtK  

 
( ) ( )( )

;
)(

3)21(
)(

~

)(

)(
~

)(
~

2

22

λΩ

βα−−σω′
λ−

λΩ

σω′

λ∂

λ∂
−=λ ρ

ρ NNN
M

M
P  (5) 

 
( ) 





−β+αε+λβ+αν−
σω′

λΩλ
=

λ+λ








−λ λρ

ρρ
ρ

0022

5

0

0

0

2

0

0 v)(
~

))(1(
2

)()()(
~

)(
~

3)(
~

T
Eh

FE

z

TzM

h

z
T  

 ;)(
~

),(
1

)(
~

),(
1

)(),(
1

)(),(
1 1

1

0

0

1

1

0

0

43
0

2
0

1






λ
π

+λ
π

−λ
π

+λ
π

− ∫∫ ∫∫
β

α
ρλ

α

α−

β

α
ρρλ

α

α−
ρ dttStKdttTtKdttStKdttTtK  

 
( ) ( )( )

,
)(

3)21(
)(

~

)(

)(
~

)(
~

2

22

λΩ

βα−−σω′
λ−

λΩ

σω′

λ∂

λ∂
−=λ ρ

ρ
ρλ

NNN
T

T
S      [ ].; 11 βα∈λ  

Крім системи (5), повинні виконуватися умови рівноваги кожного підсилення як 

жорстких цілих 
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Якщо розв’язок системи (5), який задовольняє умовам (6), стане відомим, то 

кільцеві зусилля λT  та моменти λM  на L  можна визначити за формулами 
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Для визначення поздовжніх сил )(λλN  і згинальних моментів )(λρL  в 

поперечних перерізах підсилень використовуються формули [8]: 
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Співвідношення (3), (5)-(8) повністю визначають напружено-деформований стан 

на контурі отвору пластинки і в підсиленнях. 

Зауважимо, що у випадку 00 =z  (симетричне розміщення підсилень відносно 

середньої площини пластинки) розглянута задача розпадається на дві незалежні задачі 

для узагальненого плоского напруженого стану [2, 3] і циліндричного згину [4]. 

Наближений розв’язок задачі. Точний розв’язок задачі (5),(6) знайти 

неможливо. Для побудови наближеного розв’язку системи (5) необхідно встановити 

структуру контактних зусиль і моментів в околі торців підсилення. 

Використовуючи диференціальні залежності із граничних умов (1), 

співвідношення (6) можна перетворити до вигляду 
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Залежності (9) приводять до висновку, що при відсутності у підсилень 

жорсткості на згин у площині Γ  і жорсткості на кручення, нормальні контактні зусилля 

ρT  і моменти ρM  на торцях зон підсилення дорівнюють нулю. На підставі 

диференціальних залежностей (1) дотичні контактні зусилля ρλS  і моменти P  в цих 

точках можуть мати кореневу особливість. 

Враховуючи структуру контактних зусиль та моментів, числову реалізацію 

задачі можна здійснити методом колокації, запропонованим в роботах [1–3]. 

На рис.2 - 4 наведено результати числового розрахунку компонентів 

напруженого стану на контурі трикутного ( )2.0;3 =ε=N  отвору, контур якого 

підсилено трьома одноковими пружними ребрами з параметрами 
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в пластинці, яка перебуває в умовах циліндричного згину моментами 2M , 

прикладеними на нескінченності. Суцільні лінії побудовано для випадку 
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2

1

0

0 =
h

z
.  

Всі розрахунки проводилися із використанням 100 точок колокації на кожній із 

ділянок підсилення. Зауважимо, що компоненти напруженого стану практично не 

змінюються, починаючи з 24 точок колокації. Це свідчить про достатню збіжність 

методу розв’язку. 
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Рисунок 2 – Епюри розподілу нормальних зусиль ρT  та моментів ρM  

  
Рисунок 3 – Епюри розподілу дотичних зусиль ρλS  та моментів P  

 

  
Рисунок 4 – Епюри розподілу кільцевих зусиль λT  та моментів λM  

 

Аналізуючи одержані результати, приходимо до висновків: 

– несиметричність підсилень відносно середньої площини пластинки, яка перебуває в 

умовах циліндричного згину, практично не впливає на величину моментних напружень 

на контурі отвору. В той же час її вплив на величину мембранних напружень суттєвий 

(особливо в околі торців підсилення); 

– використання в якості підсилень тонких пружних стрижнів із закругленими торцями 

дозволяє різко зменшити концентрацію напружень на ділянках контуру L  з 

найменшою кривиною і усунути особливості напружень в торцях зони контакту. 
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