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Вступ

Сучасний рівень науки та використання новітніх технологій у виробництві вимагає від спеціалістів образного мислення та володіння широким математичним апаратом. Зокрема, студентам необхідно оволодіти теорію функцій комплексної змінної та опанувати операційне числення.

  Основне завдання студентів – навчитись працювати самостійно, використовуючи при цьому різноманітні джерела інформації. Цей посібник містить стислі теоретичні відомості, приклади розв’язання типових завдань, завдання для самостійної роботи студентів і може бути використаний при здобутті знань з математики.   
ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ. 
ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ
1. ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ

1.1. Комплексні числа, дії над ними

Комплексне число 
[image: image1273.jpg]


 має вигляд:
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де 
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 і 
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 – будь-які дійсні числа, а 
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 – так звана уявна одиниця 
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; число 
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 називається дійсною частиною комплексного числа 
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 і позначається 
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, а число 
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 – уявною частиною і позначається 
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Дійсні числа складають частину комплексних чисел, а саме, дійсне число – це таке комплексне число, уявна частина якого дорівнює нулю.

Два комплексних числа 
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 і 
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 рівні одне одному 
[image: image14.wmf](

)

12

zz

=

 тоді і тільки тоді, коли 
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Комплексне число 
[image: image16.wmf]zaib
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 можна зобразити точкою площини 
[image: image17.wmf]XOY

 (рис. 1); абсциса цієї точки дорівнює дійсній, а ордината – уявній частині комплексного числа. Тому вісь 
[image: image18.wmf]OX

 називається дійсною віссю, а вісь ординат – уявною віссю; площину, на якій зображуються комплексні числа, називають комплексною площиною. Якщо точка зображує число 
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, то її називають точкою 
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                                               Рис. 1.

Можна зобразити комплексне число радіусом-вектором точки 
[image: image21.wmf]z

; його координатами будуть відповідно дійсна і уявна частини числа 
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Положення точки, яка зображує комплексне число 
[image: image23.wmf]z

, можна визначити і за допомогою полярних координат 
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 і 
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 (рис. 1). При цьому 
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 називається модулем, а 
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 – аргументом комплексного числа 
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Величина 
[image: image31.wmf]Argz

 визначена з точністю до доданку 
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, де 
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 – ціле число. Значення 
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, яке визначається нерівностями 
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, називається головним значенням аргументу і позначається 
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Якщо 
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, то комплексне число 
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 називається спряженим до 
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 і позначається 
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. Очевидно, що 
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Права частина у формулі (1) називається арифметичною формою комплексного числа. Враховуючи те, що 
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 можна комплексне число записати в так званій тригонометричній формі:
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Дії над комплексними числами виконують за формулами:

1. 
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3. 
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Якщо множники записані в тригонометричній формі, то одержується формула:
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Як наслідок формули (6') одержується формула Муавра:
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де 
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 – ціле додатне число.

4. 
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вважається, що 
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Якщо ділене і дільник записані в тригонометричній формі, то одержується формула:
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Зауважимо, що арифметичні дії над комплексними числами виконуються за звичайними правилами дій над многочленами з врахуванням того, що 
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В останній формулі 
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 – ціле додатне число; 
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 – арифметичне значення кореня з 
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 – довільне ціле число. Надаючи 
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 значення  
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 різних значень кореня. При інших цілих значеннях будуть повторюватися значення кореня, які одержані при 
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Приклад 1. Записати в тригонометричній формі числа:

а) 
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Розв’язання. а) 
[image: image68.wmf]12cossin

44

ii

pp

æö

+=×+

ç÷

èø

;     б) 
[image: image69.wmf](

)

11cos0sin0

i

=×+

;

в) 
[image: image70.wmf]33cossin

22

ii

pp

éù

æöæö

-=×-+-

ç÷ç÷

êú

èøèø

ëû

.

При розв’язанні прикладів ми використали формулу (2) і (3).

Приклад 2. Обчислити 
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Розв’язання. Спочатку виконаємо дію ділення: 
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Для одержаного комплексного числа знаходимо: 
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Тоді можемо записати: 
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Нарешті, використавши формулу (6''), одержуємо:
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Приклад 3. Обчислити всі значення 
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Розв’язання. Запишемо підкореневий вираз у тригонометричній формі: 
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При 
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Приклад 4. Де розміщені точки 
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Розв’язання. 
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Таким чином, згідно з умовою точки 
[image: image85.wmf]z

 розміщені на колі 
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1.2. Основні поняття теорії функцій комплексного аргументу
Функції комплексного аргументу
Вважається, що на деякій множині точок, які зображають значення комплексної змінної 
[image: image87.wmf]z

, задана функція 
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 цієї множини поставлено у відповідність одне (у випадку однозначної функції), або декілька (у випадку багатозначної функції) значень 
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Множина точок, на якій задана (визначена) функція 
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 буде, як правило, або сукупністю всіх точок площини, або всією площиною, за винятком окремих її точок, або однозв’язною чи багатозв’язною областю, яка є частиною площини, обмеженою однією, чи декількома гладкими або кусково-гладкими кривими, із якої можуть бути вилучені окремі точки.

Наприклад, функція 
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 однозначна і визначена на всій площині; функція 
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 багатозначна і визначена на всій площині, за винятком точки 
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Позначаючи 
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, ми бачимо, що задання функції 
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Наприклад, нехай 
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Тут 
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Нехай значення змінної 
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 зображається на деякій площині (площині 
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), а значення функції на другій площині (площині 
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 встановлює відповідність між точками площини 
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 в яких ця функція визначена, і точками площини 
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 здійснює відображення точок площини 
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 на відповідні точки площини 
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Приклад. Функція 
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 здійснює однозначне відображення внутрішності круга на площині 
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 з радіусом 
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 з центром в початку координат і радіусом 
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Дійсно, точки круга на площині 
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 визначені нерівністю 
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, яка визначає сукупність точок, що лежать в середині круга на площині 
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 з радіусом 
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Границя. Неперервність

Околом точки 
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 будемо називати внутрішність круга з центром в цій точці.
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 – околом точки 
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 називається внутрішність круга радіуса 
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 з центром в точці 
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Означення. Число 
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 називають границею послідовності комплексних чисел 
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Якщо 
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, то яким би малим не був 
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 – окіл точки 
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Існування границі 
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Яким би великим не було додатне число 
[image: image152.wmf]M

, до нього можна підібрати натуральне 
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 збігається до нескінченно віддаленої точки; околом цієї точки називається зовнішність круга достатньо великого радіуса 
[image: image159.wmf]R

 з центром в точці 
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Означення. Комплексне число 
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 називається границею функцій 
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якщо для будь-якого 
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Означення. Якщо функція 
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то функція 
[image: image174.wmf](
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 називається неперервною в точці 
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Якщо позначати 
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1.3. Основні трансцендентні функції комплексної змінної

Показникова, тригонометричні і гіперболічні функції

Згідно означення функцій 
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, 
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, 
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Ряди, записані вище, збігаються абсолютно при будь-якому значенні 
[image: image186.wmf]z
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Співвідношення (16) дозволяє обчислювати значення функції 
[image: image198.wmf]z
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, а співвідношення (15) – функцій 
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Неважко переконатись, що для функцій 
[image: image204.wmf]sin

z

 і 
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 зберігаються основні співвідношення, які зв’язують їх у випадку дійсного аргументу.

Функції 
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 і 
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 визначаються за допомогою співвідношень:
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Гіперболічні функції 
[image: image210.wmf]shz
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 визначаються за допомогою формул:
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Зауважимо, що гіперболічні функції можуть бути виражені через тригонометричні:
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Приклад 5. Знайти 
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Логарифмічна функція. Обернені тригонометричні та обернені гіперболічні функції

Якщо 
[image: image226.wmf]w
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 називається логарифмом числа 
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 і позначається
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Обчислюється 
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Головним значенням логарифма числа 
[image: image233.wmf]z

 (позначається 
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) називається те його значення, яке відповідає головному значенню аргументу числа 
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. З формули (21) головне значення логарифма одержимо при 
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Приклад 6. Знайти 
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Розв’язання. 
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Узагальнена на випадок комплексного аргументу логарифмічна функція має такі ж властивості, як логарифмічна функція дійсного аргументу.

Щоб визначити дію піднесення до комплексного степеня 
[image: image243.wmf]z

 комплексного числа 
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Приклад 7. Знайти 
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Розв’язання.

[image: image251.wmf]2

2

2

2

iiki

k

iiLni

ieee

p

p

p

p

æö

+

--

ç÷

èø

===

, 
[image: image252.wmf](

)

0,1,2,....

k

=±±


Якщо 
[image: image253.wmf]sin
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, то 
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 називається арксинусом числа 
[image: image255.wmf]z

 і позначається 
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 називається арккосинусом 
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 і позначається 
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, то 
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 називається арктангенсом 
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 і позначається 
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; якщо 
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, то 
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 називається арккотангенсом 
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 і позначається 
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Обернені тригонометричні функції обчислюються за формулами:


[image: image269.wmf](

)

2

sin1

ArcziLnizz

=-+-

;
(23)


[image: image270.wmf](

)

2

cos1

ArcziLnzz

=-+-

;
(24)


[image: image271.wmf]2

iiz

ArctgzLn

iz

-

=-

+

; 
[image: image272.wmf]2

izi

ArcctgzLn

zi

-

=

+

.
(25)

Зауважимо, що у формулах (23), (24) потрібно врахувати всі значення коренів.

Якщо 
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 називаються оберненими гіперболічними функціями, вони визначаються формулами:
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Приклад 8. Знайти 
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Розв’язання.
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1.4. Диференціювання функцій комплексної змінної

Похідна і диференціал функцій комплексної змінної

Нехай однозначна функція 
[image: image292.wmf](
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 визначена в деякому околі точки 
[image: image293.wmf]z

. Надамо незалежній змінній 
[image: image294.wmf]z

 приросту 
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 і обчислимо приріст функції
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Означення. Якщо існує скінченна границя відношення 
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 при прямуванні 
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 до нуля довільним способом, то ця границя називається похідною функції 
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Функція 
[image: image302.wmf](
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, яка має похідну в точці 
[image: image303.wmf]z

, називається диференційованою в цій точці.

Означення. Лінійна відносно 
[image: image304.wmf]z
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 частина приросту функції 
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 називається її диференціалом і позначається 
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Теорема. Для того, щоб функція 
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 були диференційовані в точці 
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 як функції двох змінних і щоб виконувалися умови
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які називаються умовами Коші-Рімана.

Приклад 9. Встановити чи диференційована функція 
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Розв’язання. 
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Легко перевірити, що умови (31) виконуються в усіх точках площини 
[image: image319.wmf]z

, функція диференційована в усіх точках цієї площини.

Для відшукання похідної 
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Означення. Якщо однозначна функція диференційована в точці 
[image: image323.wmf]z

 і в деякому її околі, то вона називається аналітичною в цій точці.

Функція, диференційована в усіх точках деякої області, називається аналітичною в цій області.

Точки, в яких функція 
[image: image324.wmf](
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 аналітична, називаються правильними точками цієї функції. Точки, в яких функція не є аналітичною (зокрема, де вона не визначена), називаються особливими.

Правила диференціювання. Зв’язок аналітичних функцій з гармонічними

Нехай функції 
[image: image325.wmf](
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 диференційовані в точці 
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. Для функцій комплексної змінної зберігаються всі відомі з математичного аналізу правила диференціювання:
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5) Нехай функція 
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 диференційована в точці 
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, а функція 
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 диференційована в точці 
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 і її похідна знаходиться за формулою:
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Дійсна і уявна частини функції 
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, аналітичної в деякій області 
[image: image340.wmf]D

, задовольняють в цій області рівняння Лапласа
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Розв’язки рівняння Лапласа називаються гармонічними функціями. Отже, дійсна і уявна частини аналітичної функції є гармонічні функції. Однак, для будь-яких двох гармонічних функцій 
[image: image344.wmf]u

 і 
[image: image345.wmf]v

 функція 
[image: image346.wmf]uiv
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 не буде, взагалі кажучи, аналітичною, бо умови (31) можуть не виконуватися.

Аналітичну функцію 
[image: image347.wmf](
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 ми одержимо, якщо задамо одну із двох гармонічних функцій 
[image: image348.wmf]u

, 
[image: image349.wmf]v

, а іншу підберемо так, щоб виконувалися умови Коші-Рімана (31), тобто визначимо другу функцію за її двома частинними похідними.

Дві гармонічні функції, які задовольняють умови Коші-Рімана, називаються взаємно спряженими гармонічними функціями.

Приклад 10. Знайти аналітичну функцію, якщо відома її уявна частина 
[image: image350.wmf](
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Розв’язання. Так як 
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. Скориставшись першою із двох останніх умов знаходимо: 
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 – поки що довільна функція. Продиференціюємо знайдену функцію 
[image: image357.wmf]u
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 і підставимо у формулу 
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1.5. Інтегрування функцій комплексної змінної

Інтеграл від функції комплексної змінної

[image: image1264.wmf]j

Нехай однозначна функція 
[image: image365.wmf](
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[image: image366.wmf]G

 з початком в точці 
[image: image367.wmf]0
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 і з кінцем в точці 
[image: image368.wmf]z

. Розіб’ємо дугу 
[image: image369.wmf]G
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[image: image370.wmf]n

 – складових частин довільно вибраними точками 
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[image: image372.wmf]n

zz

=

. Позначимо 
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 зображується вектором, початок якого в точці 
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[image: image377.wmf]k
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 – довжина цього вектора, тобто довжина хорди, що стягує 
[image: image379.wmf]k

-ту часткову дугу. На кожній частковій дузі з кінцями в точках 
[image: image380.wmf]1
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яка називається інтегральною сумою функції 
[image: image385.wmf](
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[image: image386.wmf]G

 на частини і даного вибору точок 
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. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми (33) при 
[image: image388.wmf]max0

k

z

D®

, яка не залежить ні від способу розбиття дуги 
[image: image389.wmf]G

 на складові частини, ні від вибору точок 
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 і позначають
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Теорема. Якщо крива 
[image: image394.wmf]G

 кусково-гладка, а функція 
[image: image395.wmf](
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 неперервна на кривій 
[image: image396.wmf]G

, то інтеграл від функції 
[image: image397.wmf](
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 існує і обчислюється за формулою:
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де 
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 – криволінійні інтеграли по координатах.

Якщо дуга 
[image: image402.wmf]G

 задана параметричними рівняннями 
[image: image403.wmf](
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де 
[image: image408.wmf](
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Нехай 
[image: image409.wmf]G

 – замкнений контур. Додатним напрямом на контурі 
[image: image410.wmf]G

 називають напрям, при якому область, що обмежена цим контуром, залишається зліва.

З формули (35) випливає, що інтеграл від функції комплексної змінної 
[image: image411.wmf](
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 має такі ж властивості, як криволінійний інтеграл по координатах:
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 – дійсна або комплексна стала);
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(дуга 
[image: image417.wmf]G

 геометрично співпадає з дугою 
[image: image418.wmf]G

, але має протилежний напрям);

4) якщо дуга 
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 складається з дуг 
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де 
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 – початок, 
[image: image424.wmf]z

 – кінець дуги 
[image: image425.wmf]G

.

Приклад 11. Обчислити 
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 – відрізок прямої, що з’єднує точки 
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Розв’язання. Рівняння прямої, що з’єднує точки 
[image: image430.wmf]1
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 має вигляд: 
[image: image432.wmf]3

yx

=

. Запишемо параметричні рівняння цієї прямої: 
[image: image433.wmf],3
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. Очевидно, що параметр 
[image: image435.wmf]t

 змінюється на даному відрізку від 0 до 1. Скориставшись формулою (36), одержимо:
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Приклад 12. Обчислити 
[image: image437.wmf]0
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 – коло з центром в точці 
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 і радіусом 
[image: image440.wmf]R

, яке обходиться в додатному напрямі.

Розв’язання. Нехай 
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. Параметричні рівняння кола 
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 такі: 
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Згідно з формулою (36) одержимо:
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Основна теорема Коші. Інтегральна формула Коші

Теорема Коші (для однозв’язної області).

Якщо функція 
[image: image450.wmf](
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 аналітична на замкненому контурі 
[image: image451.wmf]L

 і в однозв’язній області 
[image: image452.wmf]D

, обмеженій цим контуром, то 
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Теорема Коші для багатозв’язної області.

Нехай функція 
[image: image454.wmf](
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 аналітична як в багатозв’язній області 
[image: image455.wmf]D

, обмеженій зовнішнім контуром 
[image: image456.wmf]0
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 і внутрішніми контурами 
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де 
[image: image459.wmf]G

 – складний контур, який обмежує область 
[image: image460.wmf]D

 і складається із контурів 
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. Напрям інтегрування на кожному контурі вибраний так, щоб область 
[image: image462.wmf]D

 при обході контурів залишалася зліва.

Якщо на кожному внутрішньому контурі 
[image: image463.wmf]12
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 вибрати такий напрям інтегрування, при якому область, яка обмежена цим контуром, залишається зліва, то формулу (37() можна записати у такому вигляді:
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В частинному випадку, якщо 
[image: image465.wmf](
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 аналітична на контурах 
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 і в двозв’язній області, обмеженій цими контурами, то формулу (38) можна записати так:
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Якщо 
[image: image469.wmf](
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 – деяка функція, для якої 
[image: image470.wmf](
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 – аналітична функція в однозв’язній області 
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 лежать всередині області 
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Якщо функція 
[image: image477.wmf](
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 аналітична на деякому замкненому контурі 
[image: image478.wmf]G

 і в однозв’язній області 
[image: image479.wmf]D

, обмеженій цим контуром, то для будь-якої точки 
[image: image480.wmf]z

 області 
[image: image481.wmf]D

 справджується формула:
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(обхід контуру здійснюється в додатному напрямі). Ця формула називається інтегральною формулою Коші, а інтеграл справа – інтегралом Коші.

Формула (40) дозволяє знаходити значення аналітичної функції в довільній точці, що лежить всередині області 
[image: image483.wmf]D

 якщо відомі значення функції на контурі 
[image: image484.wmf]G

, який обмежує область 
[image: image485.wmf]D
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Якщо функція 
[image: image486.wmf](

)

fz

 аналітична на деякому замкненому контурі 
[image: image487.wmf]G

 і в області 
[image: image488.wmf]D

, обмеженій цим контуром, то для будь-якої точки 
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 області 
[image: image490.wmf]D

 справджується формула:
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де 
[image: image492.wmf](
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[image: image493.wmf]n

-го порядку функції 
[image: image494.wmf](
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Таким чином, з аналітичної функції 
[image: image495.wmf](
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 в деякій точці, тобто з існування похідної першого порядку даної функції в деякому околі цієї точки, випливає існування в околі цієї ж точки похідних даної функції будь-якого порядку, а, отже, і аналітичність цих похідних.

Формули (40) і (41) можуть бути використані для обчислення інтегралів по замкнутих контурах.

Приклад 13. Обчислити 
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 – довільна лінія, яка з’єднує точки 
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Розв’язання. Функція 
[image: image500.wmf]sin2
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 аналітична в усій площині 
[image: image501.wmf]z

, допомогою формули (39):
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Приклад 14. Обчислити 
[image: image503.wmf](
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Розв’язання. Функція 
[image: image506.wmf](
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 аналітична на контурі 
[image: image507.wmf]G

 і в області, обмеженій цим контуром. Застосувавши до функції 
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 інтегральну формулу Коші (40), одержимо:
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Приклад 15. Обчислити 
[image: image510.wmf](
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 – коло 
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Розв’язання. Функція 
[image: image513.wmf](
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 аналітична в області 
[image: image514.wmf]2
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. Застосувавши до функції 
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Приклад 16. Обчислити 
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Розв’язання. Підінтегральна функція 
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 з настільки малими радіусами, щоб ці кола не перетинались і повністю лежали в крузі 
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До кожного з інтегралів справа застосуємо інтегральну формулу Коші (40).
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Остаточно одержимо: 
[image: image537.wmf]2
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Зауваження: в прикладах 14–16 обхід замкнених контурів відбувається в додатному напрямі.

1.6. Ряди

Числові ряди з комплексними членами

Ряд 
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де 
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) – комплексні числа, називається числовим рядом з комплексними членами.
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 називається 
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-ною частинною сумою ряду (42). Складемо послідовність частинних сум цього ряду: 
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. Ряд (42) називається збіжним, якщо існує скінченна границя 
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 послідовності його частинних сум при необмеженому зростанні номера 
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[image: image547.wmf]S

 називається сумою цього ряду.

Якщо границя послідовності частинних сум нескінченно велика або не існує, то ряд (42) називається розбіжним.

Наведемо деякі теореми про числові ряди з комплексними членами.

Теорема 1. Для того, щоб ряд 
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 збігався, необхідно і достатньо, щоб збігалися ряди 
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Таким чином, щоб дослідити на збіжність ряд (42), потрібно дослідити на збіжність ряди з дійсними членами 
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Теорема 2. (Необхідна умова збіжності). Якщо ряд (42) збігається, то 
[image: image554.wmf]lim0

n

n

z

®¥

=

.

Теорема 3. Якщо збігається ряд 
[image: image555.wmf]1
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, утворений з модулів членів ряду (42), то збігається також ряд (42).

В цьому випадку ряд (42) називається абсолютно збіжним.

Якщо ряд (42) збігається, а ряд 
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 розбігається, то ряд (42) називається умовно збіжним.

Для дослідження збіжності рядів 
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 застосовуються ознаки, які вивчалися в курсі математичного аналізу (для рядів з дійсними членами).

Приклад 17. Дослідити збіжність ряду
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Розв’язання. Розглянемо ряд
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Ряд (44(), як відомо, розбігається (гармонічний ряд). Значить ряд (44) не є абсолютно збіжним.

Розглянемо ряди, утворені відповідно дійсними і уявними частинами членів ряду (44):
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На основі теореми Лейбніца ці ряди збігаються. Таким чином, ряд (44) збігається умовно.

Ряди функцій комплексної змінної

Ряд 
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де 
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) – функції комплексної змінної, визначені в деякій області 
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, називається функціональним рядом. Його 
[image: image568.wmf]n

-на часткова сума 
[image: image569.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

...

nn

Szfzfzfz

=+++

 є функцією від 
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 в області 
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. Якщо в кожній точці 
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 існує скінченна границя 
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, то ряд (45) називається збіжним в області 
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 – сума цього ряду.

Функціональний ряд називається рівномірно збіжним в області 
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 до функції 
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Теорема Вейєрштрасса. Якщо члени 
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 ряду (45) при всіх 
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 – додатні числа, і ряд 
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збігається, то даний функціональний ряд (45) збігається рівномірно в області 
[image: image592.wmf]D
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Для рівномірно збіжних функціональних рядів з комплексними членами мають місце такі ж теореми, як і для функціональних рядів з дійсними членами.

Степеневі ряди з комплексними членами

Функціональний ряд вигляду
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де 
[image: image594.wmf]n
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 – сталі комплексні числа, 
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 – фіксоване комплексне число, 
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 – комплексна змінна, називається степеневим рядом.

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд (46) збігається в точці 
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, то він абсолютно збігається в крузі 
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; якщо ряд (46) розбігається при 
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[image: image600.wmf]z

, для якої 
[image: image601.wmf]020

zzzz

->-

.

На основі теореми Абеля одержується такий результат: для кожного степеневого ряду існує таке число 
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 ряд абсолютно збігається, а при 
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 називається радіусом збіжності ряду (46), а круг 
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 – кругом його збіжності.

Радіус збіжності 
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 обчислюється за такими формулами:
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Радіус збіжності 
[image: image610.wmf]R

 може дорівнювати, зокрема, і нескінченності; в цьому випадку степеневий ряд (46) збігається абсолютно в усій комплексній площині.

Приклад 18. Знайти радіус збіжності степеневого ряду 
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Розв’язання. В даному випадку 
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Ряд Тейлора

Якщо функція 
[image: image614.wmf](
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 – аналітична в крузі 
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, то вона єдиним способом розкладається в цьому крузі в степеневий ряд:
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де коефіцієнти 
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 визначаються за формулами
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[image: image620.wmf]l

 – будь-який кусково-гладкий замкнений контур, що повністю лежить в крузі 
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 і містить всередині себе точку 
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. Ряд у виразі (49) називається рядом Тейлора для функції 
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, то даний ряд називається рядом Маклорена.

Радіус збіжності ряду Тейлора для будь-якої аналітичної в околі точки 
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Якщо 
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. В цьому випадку розклад функції в ряд Тейлора в околі точки 
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Якщо в розкладі (49) функції 
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то точка 
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 називається нулем функції 
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, то нуль називається простим. З формул (50) для коефіцієнтів ряду Тейлора випливає, що якщо точка 
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Ряд Лорана

Рядом Лорана називається ряд виду
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Ряд Лорана можна записати ще так:
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Якщо функція 
[image: image648.wmf](
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 аналітична в кільці 
[image: image649.wmf]102
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, то вона єдиним способом розкладається в цьому кільці в ряд Лорана (51), коефіцієнти 
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де 
[image: image653.wmf]l

 – будь-який кусково-гладкий замкнений контур, що повністю лежить в кільці 
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Якщо в точці 
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 функція 
[image: image657.wmf](

)

fz

 аналітична, то круг з центром в точці 
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, радіус якого дорівнює віддалі точки 
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 до найближчої особливої точки функції 
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, також є одним із “кілець”, де можна розкласти в ряд Лорана функцію 
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. Тому ряд Лорана перетворюється в ряд Тейлора, який є частковим випадком ряду Лорана.

Формули (53), що визначають коефіцієнти ряду Лорана, недостатньо зручні для обчислення. В деяких випадках можна скористатися простішими способами.

1) Нехай 
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 є правильна дробово-раціональна функція
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Як відомо, таку функцію можна представити у вигляді суми елементарних дробів вигляду 
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 – комплексні числа, 
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 – ціле число 
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Таким чином, розклад правильної дробово-раціональної функції в ряд Лорана зводиться до розкладу в ряд Лорана функції 
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Елементарний дріб 
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)

0

1

zz

-

 розкладається в ряд, члени якого утворюють геометричну прогресію, а дріб 
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Приклад 19. Функцію 
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 розкласти в ряд Лорана в таких областях:
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Розв’язання. Представимо функцію 
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Розглянемо ряд, члени якого утворюють геометричну прогресію
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Радіус збіжності ряду (54) 
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Для того, щоб розкласти дану функцію 
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 має дві особливі точки 
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Розклад функції 
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б) Нехай 
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. В цьому випадку, оскільки 
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Отже, в кільці 
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 розклад функції 
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в) Нехай 
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Таким чином, при 
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2) При розкладі в ряд Лорана ірраціональних і трансцендентних функцій інколи можна використати розклади в ряд Тейлора функцій 
[image: image713.wmf]z

e

, 
[image: image714.wmf]sin

z

, 
[image: image715.wmf]cos

z

, 
[image: image716.wmf](

)

ln1

z

+

 і інші відомі розклади.

Приклад 20. В околі точки 
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 розкласти в ряд Лорана функцію 
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Розв’язання. Точка 
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 є особливою точкою цієї функції. Використовуючи розклад
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справедливий на всій комплексній площині 
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Одержаний ряд збігається при всіх 
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, крім 
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1.7. Ізольовані особливі точки аналітичної функції

Особлива точка 
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 аналітичної функції 
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 називається ізольованою, якщо в деякому її околі немає інших особливих точок функції 
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Нехай 
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В деякому кільці 
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1) Одержаний ряд Лорана не містить членів з від’ємними степенями різниці 
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. Така особлива точка називається усувною особливою точкою функції 
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2) Ряд Лорана містить скінченну кількість членів з від’ємними степенями різниці 
[image: image735.wmf]0
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. Така особлива точка називається полюсом.

3) Ряд Лорана містить нескінченну кількість членів з від’ємними степенями різниці 
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. Така особлива точка називається істотно особливою точкою функції 
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1) В першому випадку функцію 
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де 
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 називається порядком полюса. Якщо 
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Для того, щоб особлива точка 
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де 
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Якщо 
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3) Якщо 
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Розглянемо поведінку аналітичної функції в околі нескінченно віддаленої точки 
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 називається ізольованою особливою точкою функції 
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Нехай розклад в ряд Лорана функції 
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Повертаючись до попередньої змінної 
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Розклад (58) називається розкладом функції 
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 в ряд Лорана в околі точки 
[image: image784.wmf]z

=¥

.

Очевидно, що розклад (58) має стільки членів з додатними степенями 
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, скільки членів з від’ємними степенями 
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1) якщо в розкладі (58) немає членів з додатними степенями 
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 називається усувною особливою точкою функції 
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2) якщо в розкладі (58) є скінченна кількість членів з додатними степенями 
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3) якщо в розкладі (58) є нескінченна кількість членів з додатними степенями 
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 називається істотно особливою точкою функції 
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Приклад 21. Розкласти в ряд Лорана функцію 
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Розв’язання. Функція 
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Знайшовши невідомі коефіцієнти 
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Оскільки в даній області 
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Одержаний ряд можна почленно диференціювати в крузі збіжності, тому одержимо:
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Таким чином, в кільці 
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 дана функція розкладається в ряд:
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1.8. Лишки, їх застосування

Основна теорема теорії лишків. Обчислення лишків

Означення. Лишком аналітичної функції 
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Таким чином,
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Враховуючи формулу (61) при 
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тобто лишок функції 
[image: image831.wmf](
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Теорема (основна теорема теорії лишків): Якщо функція 
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Користуючись формулами (59) або (60) можна обчислити лишки функції 
[image: image849.wmf](
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б) Нехай 
[image: image855.wmf](
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в) Нехай точка 
[image: image865.wmf]0
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 – полюс порядку 
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Приклад 22. Обчислити лишок функції 
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Розв’язання. Використаємо формулу (62):
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Приклад 23. Обчислити 
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Приклад 24. Обчислити 
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Розв’язання. Точка 
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Приклад 25. Обчислити 
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Розв’язання. Точка 
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Звідси знаходимо, що 
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Означення. Лишком функції 
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де 
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Якщо функція 
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 аналітична в розширеній комплексній площині 
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 всюди, крім скінченного числа особливих точок, то сума лишків функції 
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Застосування лишків до обчислення деяких інтегралів

1) Безпосереднє застосування основної теореми теорії лишків.

Приклад 26. Обчислити 
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Отже, 
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2) Інтеграли виду 
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Підінтегральна функція в останньому інтегралі є дробово-раціональною функцією типу


[image: image923.wmf](

)

1

01

1

1

01

...

...

mm

m

nn

n

bzbzb

Rz

azaza

-

-

+++

=

+++

,

яка аналітична всюди в крузі 
[image: image924.wmf]1

z

<

, за винятком скінченного числа особливих точок 
[image: image925.wmf]k

z

, 
[image: image926.wmf]1,2,...,

kp

=

, що є нулями знаменника 
[image: image927.wmf]1

01

...

nn

n

azaza

-

+++

 і лежать в крузі 
[image: image928.wmf]1

z

<

. Очевидно, що ці точки є полюсами підінтегральної функції 
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Приклад 27. Обчислити інтеграл 
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Розв’язання. Покладаючи 
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Підінтегральна функція має два полюси другого порядку:
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3) Невласні інтеграли виду 
[image: image941.wmf](
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Теорема. Якщо функція 
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 аналітична у верхній півплощині за винятком скінченного числа ізольованих особливих точок 
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Приклад 28. Обчислити 
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Розв’язання. Розглянемо функцію 
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; для неї виконуються всі умови теореми. Ця функція аналітична всюди у верхній півплощині, за винятком точки 
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1.9. Завдання для самостійної роботи

1. Обчислити:  а) 
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2. Де розміщені точки 
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3. Знайти на площині 
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4. Обчислити:  а) 
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5. Знаючи дійсну частину 
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6. Обчислити інтеграл: 
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7. Обчислити інтеграл: 
[image: image984.wmf]cos

zdz

zi

G

+

ò

, де 
[image: image985.wmf]G

 - коло 
[image: image986.wmf]4

zi

+=

.

8. Дослідити збіжність ряду, заданого своїм загальним членом: 
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9. Визначити радіус збіжності ряду: 
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0

7

!

n

n

n

n

z

n

¥

=

×

×

å

.

10. Розкласти в ряд Тейлора або Лорана в околі точки 
[image: image989.wmf]0
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, вказаної в дужках, функцію:
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11. Розкласти в ряд Лорана по степенях 
[image: image991.wmf]0
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 в кільці (точка і кільце вказані в дужках) функцію:
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12. Обчислити лишки функції 
[image: image993.wmf](

)

fz

 відносно особливих точок 
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 (якщо точки 
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 не вказані, то потрібно обчислити лишки відносно всіх особливих точок заданої функції):
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13. Обчислити за допомогою лишків інтеграл (обхід контуру відбувається в додатному напрямі):
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14. Обчислити за допомогою лишків інтеграл: 
[image: image999.wmf](
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2. ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ.

2.1. Основні поняття та властивості інтегрального перетворення Лапласа
Операційне числення значно спрощує розв’язування диференціальних рівнянь, які одержуються при вивченні перехідних процесів у лінійних фізичних системах електротехніки, радіотехніки, імпульсної техніки, теорії автоматичного регулювання та інших галузей науки і техніки.

Операційне числення базується на інтегральному перетворенні Лапласа функції дійсної змінної 
[image: image1000.wmf](
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Невласний інтеграл (1), що залежить від комплексного параметру 
[image: image1002.wmf]p

, називається інтегралом Лапласа.

Функція 
[image: image1003.wmf](
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 називається функцією-оригіналом, яка повинна задовольняти таким умовам:

1. Функція 
[image: image1004.wmf](
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 є кусково-неперервна і кусково-гладка, тобто 
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3. З ростом 
[image: image1009.wmf]t

 модуль функції 
[image: image1010.wmf](
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 росте не швидше деякої функції, тобто існують такі постійні 
[image: image1011.wmf]C
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Число 
[image: image1015.wmf]a

 називається показником росту функції 
[image: image1016.wmf](
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Перетворення (1), яке ставить у відповідність оригіналу 
[image: image1017.wmf](
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 його зображення 
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, називається перетворенням Лапласа.

Відповідність між оригіналом 
[image: image1019.wmf](

)

ft

 та зображенням 
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а також:
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В основі операційного методу лежить така ідея: спочатку застосовують перетворення Лапласа до диференціального рівняння і в результаті одержують алгебраїчне рівняння відносно функції 
[image: image1027.wmf](
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 – зображення Лапласа. За знайденим 
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 за допомогою оберненого перетворення знаходимо шуканий розв’язок 
[image: image1029.wmf](
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Властивості перетворення Лапласа

1. Властивість лінійності

Для будь-яких комплексних постійних 
[image: image1030.wmf]a

 і 
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 має місце рівність:
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2. Теорема подібності

Для будь-якого постійного 
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3. Диференціювання оригінала

Якщо 
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Якщо 
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4. Диференціювання зображення:
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5. Інтегрування оригінала:
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6. Інтегрування зображення:
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(за умови, що інтеграл 
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7. Теорема запізнення

Для будь-якого додатного числа 
[image: image1055.wmf]t

 має місце така рівність:
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8. Теорема зміщення 

Для будь-якого комплексного числа 
[image: image1058.wmf]l

 справедлива така рівність:
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9. Теорема множення

Добуток двох зображень 
[image: image1061.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1064.wmf](
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Інтеграл в правій частині (14) називається згорткою функцій 
[image: image1066.wmf](
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Теорема (9) стверджує, що множення зображень рівносильно згортанню оригіналів:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1071.wmf](
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10. Теорема про раціональність зображення

Для того, щоб зображення 
[image: image1073.wmf](
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 було раціональною функцією, необхідно і достатньо, щоб оригінал 
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 є лінійною комбінацією функцій виду 
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 – ціле невід’ємне, 
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 – комплексне).

Розглянемо зображення одиничної функції Хевісайда:
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Графік цієї функції зображено на рис. І.

[image: image1265.wmf]a


Знайдемо зображення функції Хевісайда:
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Користуючись рівністю (17), можемо записати:
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де 
[image: image1084.wmf]C

–довільна стала.

Використовуючи формулу (1), властивості операційного числення і безпосереднє обчислення зображень різних функцій, які часто зустрічаються, можна скласти таблицю зображень та оригіналів. З допомогою такої таблиці легко здійснюється перехід від функцій-оригіналів до їх зображень та зворотний перехід – від зображень до оригіналів.

2.2. Таблиця оригіналів та зображень.
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2.3. Застосування перетворення Лапласа до розв’язування диференціальних рівнянь
Приклад 1.

Розв’язати диференціальне рівняння:
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Розв’язання. Переходимо до зображень:
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За формулою з таблиці знаходимо:
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Підставляючи в рівняння, одержуємо:
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Звідси:
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Знаходимо оригінал для 
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Приклад 2.

Розв’язати диференціальне рівняння:
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Розв’язання. 
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Так як 4≑
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Звідси знаходимо
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Переходячи до оригіналів, одержуємо шуканий розв’язок:
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Приклад 3.

Розв’язати диференціальне рівняння:
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Розв’язання. Скориставшись формулою із таблиці, одержимо:
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Значить операторний розв’язок буде таким:
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Розкладаючи праву частину на елементарні дроби, будемо мати:
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Переходячи до оригіналів, отримаємо розв’язок:
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Розглянемо випадки, коли права частина неоднорідного диференціального рівняння задана графічно.

Приклад 4.

Проінтегрувати рівняння: 
[image: image1160.wmf](
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Розв’язання. Запишемо 
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Користуючись узагальненою одиничною функцією Хевісайда, запишемо оригінал 
[image: image1166.wmf](
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 в наступному вигляді:
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Переходимо до зображень
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[image: image1171.wmf](
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Відповідне операторне рівняння має вигляд:
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Звідки 
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Користуючись таблицею оригіналів і зображень, а також теоремою запізнення, знаходимо:
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СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Нехай потрібно знайти розв’язок системи двох рівнянь з постійними коефіцієнтами:
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що задовольняє початковим умовам:


[image: image1177.wmf](

)

0

0

xx

=

, 
[image: image1178.wmf](

)

0

0

yy

=

.
(21)

Введемо в розгляд зображення шуканих функцій, їх похідних і функцій 
[image: image1179.wmf](
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і складемо операторну систему:
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Ця система являється лінійною алгебраїчною системою двох рівнянь відносно невідомих 
[image: image1194.wmf](
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 і 
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. Розв’язавши її, знаходимо 
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. Переходячи до оригіналів, отримаємо розв’язок 
[image: image1198.wmf](
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 системи (6.20), що задовольняє початковим умовам (6.21).

Аналогічно розв’язуються лінійні системи виду:
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Приклад 5.

Знайти розв’язок системи:
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який задовольняє початковим умовам: 
[image: image1205.wmf](
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Розв’язання. Оскільки зображення 5≑
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, то операторна система має наступний вигляд:
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Розв’язуємо її відносно 
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)

Xp

 
[image: image1213.wmf](

)

Yp

:


[image: image1214.wmf](

)

(

)

2

22

52537

1237

pp

Xp

ppp

+-

=

++

, 
[image: image1215.wmf](

)

(

)

22

47259

1237

p

Yp

ppp

--

=

++

.

Розкладаємо праві частини рівнянь, на елементарні дроби:
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Переходячи до оригіналів, отримуємо розв’язок:
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Приклад 6.

Знайти розв’язок трьох диференціальних рівнянь при заданих початкових умовах:
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Розв’язання. Знайдемо зображення складових системи:
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Підставляємо в систему:


[image: image1245.wmf](
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Розв’язуємо, використовуючи правило Крамера:
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Повертаючись до оригіналів, отримуємо:
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2.4. Завдання для самостійної роботи

1. Використовуючи властивість лінійності інтегрального перетворення Лапласа, або теорему подібності, знайти зображення функції  f(t)=((t) ((t)

((t)=cos3 (t+ ch (t
2. Побудувати графіки та знайти зображення кусково-непереривної функції.
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3. Знайти зображення функції f(t)=((t)((t) де  ((t) - одинична функція Хевісайда, а ((t) періодична функція.
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4. Використовуючи теорему зміщення, знайти зображення функції f(t)=((t) ((t)

((t)= e(t  cos2 (t 

5. Знайти зображення диференціального виразу при заданих початкових умовах.

xIV (t) - 10xIII(t)+10xII(t)-5xI(t) +x(t)-3,

x(0)=0, 
xI (0)=1,
xII(0)=0,
xIII(0)=1

6. Застосувавши теорему диференціювання зображення, знайти зображення функції

((t)=t (ch t+sh2 t)

7. За допомогою теореми інтегрування, знайти зображення функції f(t)=((t)((t).
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8. Знайти орігінал функції F(P)

F(P)= 
[image: image1260.wmf]2
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9. В результаті застосування методу операційного числення знайти частинний розв`язок диференціального рівняння, який задовольняє вказані умови:

x```+3x``+3x`+x=te-t
[image: image1261.wmf]; 
x(0)=0, 
x`(0)=0,
x``(0)=0;

10. Розв`язати диференціальне рівняння методом операційного числення, якщо права частина рівняння задана графічно.

x`-21x=f(t), x(0)= 0

f(t)
[image: image1268.wmf](
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11. Методом операційного числення знайти частинний розв`язок системи диференціального рівняння, який задовольняє вказані початкові умови.
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12. Методом операційного числення знайти частинний розв`язок системи диференціального рівняння, який задовольняє вказані початкові умови.
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