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Резюме. Побудовано алгоритм числово-асимптотичного наближення розв’язків обернених 

сингулярно збурених крайових задач типу „конвекція–дифузія” на відновлення невідомої, представленої 

добутком залежних окремо від часу та просторової координати функції джерела  за умови 

напередзадання. На цій основі  проведено комп’ютерний експеримент. 
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CLASS INVERS SINGULAR DISTURBED PROBLEMS  OF TYPE 

CONVECTION-DIFFUSION WITH OVERDETERMINATION 

CONDITION 
 

The summary. The algorithm is constructed for asymptotic expansion resolving invers singular perturbed 

boundary-value «convection-diffusion» problems with unknown right part represented by product of two functionsone of the 

time and the other of space coordinate with  overdetermination condition . On this basis the computer experiment is 

carried out. 
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Вступ. Задачі, які полягають у знаходженні невідомих коефіцієнтів, правих 

частин  рівнянь (так званих функцій джерела), що описують той чи інший процес, у 

відновленні початкових чи граничних умов, задачі на встановлення геометрії області, в 

якій розглядається процес, утворюють широкий клас обернених задач. Їх вивчення 

викликано значним практичним інтересом, адже дає можливість ідентифікувати 

невідомі параметри процесу без складних або довготривалих у часі експериментів. 

Традиційним підходом до наближеного розв’язку обернених задач з невідомою 

правою частиною є зведення задачі за допомогою функції Гріна до інтегрального 

рівняння Вольтера першого роду [1]. У роботах [2, 3] запропоновано зведення вихідної 

задачі тепло- або масопереносу до допоміжної крайової задачі для навантаженого 

рівняння переносу тепла чи домішок. Питанням існування та єдності розв’язків такого 

класу задач присвячені роботи Гольдмана Н.Л, Іванчова М.І, Черепанової О.Н. та інших 

(напр. [4, 5]). 

Метою даної роботи є асимптотичне розвинення розв’язків одно- та 

двовимірних сингулярно збурених задач типу „конвекція–дифузія” у випадку 

ідентифікації невідомої просторової компонентофункції джерела за фінальним 

спостереженням. 
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Постановка задачі в малому. Розглянемо наступну модельну обернену 
сингулярно збурену задачу конвективної дифузії за наявності додаткових джерел 
забруднень: 
 ( ) ( , ) ( ) ( ),xx x tDu v x u u x t p x l tε − = −  *( , ) (0,1) (0, )x t t∈ × , (1) 

 *(0, ) ( ),u t u t=  *(1, ) ( ),u t u t=  0
0( ,0) ( ),u x u x=  (2) 

 * 0 1( , ) ( ) ( ),u x t x x= µ + εµ  (3) 

де ( ),u x t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній течії у точці x  у 

момент часу t , Dε  – коефіцієнт дифузії, ε  ( 0ε > ) – малий параметр, 0D > (для 
зручності викладок покладемо 1D = ), ( )v x  – швидкість фільтрації ( *( )v x v≥ >> ε ), 

( )*u t , *( )u t , 0
0 ( )u x , *

*u , 0 ( )xµ , 1( )xµ , ( )l t  – відомі, достатньо гладкі узгоджені між 

собою функції, ( )p x  ( (0) (1) 0p p= = ) – функція, яка характеризує інтенсивність джерела 

забруднення. 
Тут ( , )u x t , ( )p x  – шукані функції, x ∈ (0,1) , *t t∈ (0, ) . 

Асимптотичне наближення розв’язку. Розв’язок задачі (1)–(3) на знаходження 
невідомих ( , )u x t та ( )p x шукаємо у вигляді асимптотичних рядів [6] 

 ( ) ( ) ( )1 2
0 1 0 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) , , , ( , , )u x t u x t u x t t t t r x t= + ε + π ξ + π ξ ε + π ξ ε + ε , (4) 

 0 1 2( ) ( ) ( ) ( , )pp x p x p x r x= + ε + ε , (5) 

де 2  r та 2 pr  – залишкові члени, ( ),iu x t , ( )ip x  ( 0,1i = ) – члени регулярних частин 

асимптотик, зокрема: 0u  – розв’язок відповідної виродженої задачі, 1u  – поправка, що 

враховує “вклад” дифузії (за винятком деякої примежевої зони), ( ),i tπ ξ , ( 0, 2i = ) – 

функції типу примежевого шару, що враховують вплив граничної умови в околі 1x =  

(поправки на виході фільтраційної течії), 1(1 )x −ξ = − ⋅ε –відповідне регуляризуюче 

перетворення. 
Аналогічно до [6, 7], в результаті підстановки (4) в (1)-(3) та застосування 

стандартної “процедури прирівнювання”, для знаходження функцій iu  і ip  ( 0,1i = ) 

приходимо до таких задач: 

 

0 0 0

0
0 * 0 0

0 * 0

( ) ( ) ( ),

(0, ) ( ), ( ,0) ( ),

( , ) ( ) ;

x tv x u u p x l t

u t u t u x u x

u x t x

 + =


=  =


= µ

 (6) 

 
1 1 0 1

1 1

1 * 1

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),

(0, ) ( ,0) 0,

( , ) ( ) .

x t xxv x u x t u x t u x t p x l t

u t u x

u x t x

 + = +


= =


= µ

 (7) 

В результаті розв’язання (6) та (7) відносно 0u  та 1u  маємо 

1 0 1
0 0

0

0

0 *

0

( ( ( ) )) ( ) ( ( ( ) )), ( ),

( , )
1

( ) ( ( ) ( ) ) ( ( )), ( ),
( )

t

x

p f f x t t l t dt u f f x t t f x

u x t

p x l f x f x t dx u t f x t f x
v x

− −


+ − + −  ≤
= 
 − + + −  >


∫

∫

% % %

% % %
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xx
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xx

u f f x t t t p f f x t t l t dt t f x

u x t

u x f x f x t p x l f x f x t dx t f x
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
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де ( )
( )0

x
dx

f x
v x

= ∫
%

%
, 1f − – функція обернена до f . 

Для випадку великих проміжків часу з умови перевизначення (3), отримаємо 
такі інтегральні рівняння Вольтера першого роду [8] для знаходження невідомих 0 ( )p x  

та 1( )p x : 

0 0 * 0 * * *

0

1
( ) ( , ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ( )),

( )

x

x u x t p x l f x f x t dx u t f x
v x

 
µ = = − + + −   

 
∫ % % %

%
 

1 1 * 0 * 1 *

0

1
( ) ( , ) ( , ( ) ( ) ) ( ) ( ( ) ( ) ) .

( )

x

xxx u x t u x f x f x t p x l f x f x t dx
v x

 
µ = = − + + − + 

 
∫ % % % % %

%
 

Наведемо чисельний алгоритм знаходження функції 0 ( )p x  (функція 1( )p x  

знаходиться аналогічно) 

 0 0 * 0 * * * *

0

1
( ) ( , ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ( )), ( ),

( )

x

x u x t p x l f x f x t dx u t f x t f x
v x

µ = = − + + −  >∫ % % %
%

 (8) 

Ввівши рівномірну сітку по x : ix xi= ∆ , 1,i n=  
1

x
n

∆ = , при ix x=  (8) запишемо 

у вигляді 

0 *

1
( ) ( ) ( ( ) ( ) )

( )

ix

i i

a

x p x l f x f x t dx
v x

λ = − +∫ % % %
%

, 

де 0 * *( ) ( ) ( ( ))i i ix x u t f xλ = µ − − . На основі заміни інтеграла квадратурною формулою (у 

нашому випадку формулою трапецій), отримаємо наступний покроковий алгоритм 
знаходження невідомої 0 ( )p x : 

01

11

(0)xp
K

′λ
= , 1 2 33 4

(0)
2x

x

− λ + λ − λ
′λ =

∆
, 

1

0 0
1

2 i
i

i j ij j

jii

p K p
K x

−

=

 λ
= − β 

∆ 
∑ , 

1
1,

2, ,2
1 1,

j

при j
i n

при j

   =
β = =

   >

 

де 0 0 ( )i ip p x= , ( )i ixλ = λ , *

1
( ( ) ( ) )

( )
ij j i

j

K l f x f x t
v x

= − + . 

Умова (1) 0p =  забезпечує можливість отримати поправки 
2

0

i
i

i=

π = π ε∑  у вигляді, 

аналогічному до [9]. 
Узагальнимо поставлену вище задачу для випадку чотирикутної 

криволінійної області (пористого пласта) zG ABCD=  ( )z x iy= + , обмеженої чотирма 

гладкими ортогональними між собою (у точках перетину) кривими 

1:  ( , ) 0AB z x iy f x y= + == { } , 2: ( , ) 0BC z f x y= ={ } , 3: ( , ) 0CD z f x y= ={ } , 

4: ( , ) 0DA z f x y= ={ } . Двовимірний аналог задачі (1)-(3) запишемо так: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( )xx yy x x y y tDc Dc v x y c v x y c c p x y l tε + ε − − = − , (9) 
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 0
0( , ,0) ( , )c x y c x y= , ( , )c c M t∗=

AB
, ( , )c c M t∗=

CD
, ( , )c c M t∗∗=

AD
, ( , )c c M t∗∗=

BC
,(10) 

 * 0 1( , , ) ( , ) ( , ),       ( , ) zc x y t x y x y x y G= µ + εµ  ∈ , (11) 

 ( , ) grad ( , ),x yv v x y= ϕ  
2 2

2 2
0

x y

∂ ϕ ∂ ϕ
+ =

∂ ∂
, ,∗ϕ = ϕ

AB
 ,∗ϕ = ϕ

CD
  

 0
d d

dn dn

ϕ ϕ
= =

BC DA

, ∫ +−=
AB

xy dyvdxvQ , (12) 

де ( , , )c x y t  – концентрація розчинної речовини в точці ( , )x y  у момент часу t ; M  та n  

– біжуча точка та нормаль до відповідної кривої; , ,x yv vϕ  – відповідно потенціал і 

компоненти його швидкості фільтрації у пористому середовищі zG ; Dε  – коефіцієнт 

дифузії; ε  – малий параметр; 0
0c , c∗ , c∗ , c∗∗ , c∗∗ , 0 ( , )x yµ , 1( , )x yµ , ( )l t  – достатньо 

гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах (зокрема, в кутових точках) області G ; 

( , , )u x y t , ( , )p x y  ( 0p p p p= = = =
AB CD AD BC

) –шукані функції. 

 Прийнявши, що задача (12) шляхом конформного відображення wz GG a  (або 

zw GG a ), де { }QiwGw <<<<+== ψϕϕϕψϕ 0,: *
*  – відповідна zG  область 

комплексного потенціалу, ),( yxψψ = – функція течії (комплексно спряжена до 

),( yxϕϕ = ), є розв’язаною, зокрема, знайдено поле швидкості ( )),(),,( yxvyxv yx  та, 

здійснивши заміну змінних ( )ψϕ,xx = , ( )ψϕ ,yy =  у рівнянні (9) і умовах (10)–(11), 

приходимо до відповідної “дифузійної задачі” з додатковими джерелами забруднення 
для області wG  [9]: 

 2 2( , )( ) ( , ) ( , ) ( )tDv u u v u u p l tϕϕ ψψ ϕε ϕ ψ + − ϕ ψ = − ϕ ψ  (13) 
0
0( , ,0) ( , )u uϕ ψ = ϕ ψ , ( )( , , ) , ,u t u t∗ ∗ϕ ψ = ψ  ( )( , , ) ,u t u t∗ ∗ϕ ψ = ψ , 

 ( , , ) ( , ),u Q t u t∗ ∗∗ϕ = ϕ  ( , , ) ( , )u Q t u t∗ ∗∗ϕ = ϕ , (14) 

 * 0 1( , , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ...i

iu tϕ ψ = γ ϕ ψ + εγ ϕ ψ + + ε γ ϕ ψ + , (15) 

де ( , , ) ( , ), ( , ),u t c x y tϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ( ) , 0 0
0 0( , ) ( , ), ( , )u c x yϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ( ) , 0 0( , ) ( , ), ( , )x yγ ϕ ψ =µ ϕ ψ ϕ ψ( )  і 

т.д. 

 Асимптотичне наближення для розв’язку задачі (13)–(15) з точністю 1( )mO +ε  

шукатимемо у вигляді рядів [6] 
1

0
1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
m m

i i
i i

i i

u t u t u t t
+

= =

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ε π ξ ψ +∑ ∑  

1 1
2 2

2 2
0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , )
m m

i i
i i m

i i

p t p t R t
+ +

= =

+ ε ϕ η + ε ϕ ζ + ϕ ψ ε∑ ∑/ /

/ /
, 

0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , , )
m

i
i m

i

p p p r
=

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ϕ ψ ε∑ , 

де ( , , )iu tϕ ψ , ( , )ip ϕ ψ , 1,i m= , – члени регулярної частини асимптотики, зокрема: 

0 ( , , )u tϕ ψ  – розв’язок відповідної виродженої задачі (конвективного переносу); 

( , , )iu tϕ ψ  – поправки, які враховують вплив дифузії всюди в області wG , за винятком 

деякої її примежевої ділянки; ( , , )i tπ ξ ψ , 2 ( , , )ip tϕ η
/

, 2 ( , , )ip tϕ ζ
/

 – функції типу 

примежевого шару відповідно в околах ∗ϕ = ϕ  (поправки навколо виходу фільтраційної 

течії) і Q∗ψ = , Q∗ψ =  (поправки, що враховують вплив «бічних джерел забруднень») 
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(знаходяться аналогічно до [7], [9]); ,   
∗ ∗ϕ − ϕ ϕ − ϕ

ξ = η =
ε ε

, 
Q∗ − ϕ

ζ =
ε

 – «розтяги» 

відповідних змінних; ( , , , )mR tϕ ψ ε  та ( , , )mr ϕ ψ ε  – залишкові члени. 

Для знаходження невідомих ( , )ip ϕ ψ , використовуючи умови перевизначення 

(15), приходимо до інтегральних рівнянь Вольтера першого роду 

0 0 * 0 * * *2
0

1
( , ) ( , , ) ( , ) ( ( , ) ( ) ) ( ( , )),

( , )
u t p l f f t d u t f

v

ϕ

γ ϕ ψ = ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ − ϕ + ϕ + − ϕ ψ  
ϕ ψ∫ % % %
%

 

( )( 2
1 0 * 0 *

0

( , ) ( , ) ( , , ( , ) ( , ) ) ( , , ( , ) ( , ) )v u f f t u f f t

ϕ
−

ϕϕ ψψγ ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ + + ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ + +∫ % % % % %

)1 *( , ) ( ( , ) ( , ) )p l f f t dx+ ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ +% % % . 

Враховуючи, що змінна ψ  фігурує в даних рівняннях як параметр, то процедура 
їх числового розв’язання аналогічна до наведеної вище.  

Числові експерименти. При проведенні розрахунків (для перевірки 
адекватності і стійкості запропонованого алгоритму) ми використали методику так 
званого квазіреального експерименту [2], а саме: на початку знаходимо розв’язок 

0 1( , ) ( , ) ( , )u U x t U x t U x t= = + ε  прямої задачі (1)–(2) при заданій функції просторового 

розподілу джерела ( ) sin( )p x x= π , далі, поклавши 

0 1 0 * 1 *( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )x x x U x t U x tµ = µ + εµ = + ε , отримаємо розв’язок відповідної оберненої 

задачі (1)–(3) при вхідних даних *( ) 0u t = , 0
0 ( ) 0u x = , *( ) 0u t = , 4v = , 

2

2
( )

3

t
l t

t

+
=

+
, 

0.001ε = , 0.05t∆ = , 0.05x∆ = , *t 1= . 

Результати розрахунків відповідних просторових складових ( )p x  функції джерела 
зображено на рисунках 1-4, а саме, на рисинку1 зображено графіки точної (1) та 
відновленої (2) залежностей густини джерела від просторової компоненти x , а на 
рисунках 2–4 – графіки точних та наближених компонент p(x) розв’язків задачі 

відповідно при 0.001δ = , 0.0025δ = , 0.005δ = . 

 

 

 
   

 Рисунок 1. Графіки точної та відновленої       Рисунок 2. Точний та наближений при  

залежності густини джерела від x   0.001δ =  (1 та 2 відповідно) 
 

Як і очікувалося, за відсутності “збурюючого шуму” в умові напередзадання, 
точна та відновлена густина джерела – співпадають. Внесемо “збурюючий шум” в ( )xµ  

(що відповідає похибкам вимірювання, під час проведення реального експерименту), за 
наступною формулою: 0 1 *( ) ( ) ( ) ( )x x x xδµ = µ + εµ + δµ , де зокрема *( )xµ  – випадкова 

нормально розподілена на [ ]0,1  функція, величина δ – задає рівень похибки. 
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   Рисунок 3. Точний та наближений розв’язок      Рисунок 4. Точний та наближений  

при 0.0025δ =  (1 та 2 відповідно)   розв’язок при 0.005δ =  (1 та 2 відповідно) 
 

Аналіз результатів, зображених на рис. 2–4 показує, що при зменшенні рівня 
похибки δ залежність густини джерела від просторової змінної x  встановлюється більш 
точно, що підтверджує стійкість запропонованого алгоритму. 

 

Висновки. Побудовано алгоритм чисельно-асимптотичного розв’язання 
обернених сингулярно збурених задач на відновлення невідомої просторової 
компоненти функції джерела. При цьому, на відміну від методики, запропонованої в 
роботах [2]–[3], точність розрахунків покращується при зменшенні коефіцієнта дифузії. 
При збільшенні ж коефіцієнта дифузії стійкість запропонованого обчислювального 
процесу погіршується. У таких випадках доцільніше використовувати методи, 
запропоновані в [2]–[3]. У перспективі є перенесення даної методики на просторові 
задачі складної геометрії. 
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