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мАТемАТИЧНе модеЛЮвАННЯ ТеРмоПРУЖНоПЛАс-
ТИЧНоГо деФоРмУвАННЯ ТоНКосТІННИХ еЛемеНТІв 

КоНсТРУКЦІЙ
На основі теорії малих термопружнопластичних де-

формацій, узагальненої на випадок врахування розванта-
ження та повторного пластичного деформування, отрима-
но систему розрахункових рівнянь для дослідження процесів 
термопружнопластичного деформування тонких круглих 
пластин та знаходження полів залишкових напружень і 
деформацій, що формуються при цьому. Розроблено ітера-
ційний алгоритм для отримання числових результатів.
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Багато сучасних відповідальних конструкцій працюють у дуже 

складних умовах інтенсивного силового та температурного на-
вантаження. Це приводить до виникнення областей пластичного 
деформування, внаслідок чого змінюються конструктивні параме-
три конструкції, формуються поля залишкових напружень. Такі 
явища часто негативно впливають на експлуатаційні властивості 
конструкцій і можуть приводити до аварій. Поля залишкових на-
пружень і деформацій виникають також в багатьох технологічних 
процесах, таких як відновлювання робочих поверхонь деталей 
шляхом наплавлення, зварювання, різні види термічної обробки, 
формоутворення шляхом пластичного деформування і т.п. Дуже 
важливо вміти визначати характер цих полів, оскільки вони суттє-
во впливають на роботу конструкцій. 

Для моделювання термопружнопластичного деформування 
тонкостінних елементів конструкцій використаємо фізичні спів-
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відношення деформаційного типу, які в загальному випадку мають 
вигляд [1] 
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Тут p
ijε ∗  і iσ ∗  — компоненти пластичних деформацій та інтенсив-

ності напружень, які були зафіксовані в даній точці конструкції 
в момент останнього розвантаження, ( )G T , ( )S Tσ  — залежні від 
температури модуль зсуву матеріалу та границя плинності, ψ ∗  — 
параметр пластичності.

Надалі розглянемо тонкі круглі пластинки, для яких має місце 
плоский напружений стан і фізичні залежності (1), (2) запишемо у 
вигляді
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Зауважимо, що тут фізичні співвідношення записані для k −
ї ітерації методу додаткових деформацій, який використовується в 
подальшому для лінеаризації фізичної нелінійності.

Рівняння рівноваги і геометричні співвідношення для круглих 
пластин, які знаходяться тільки під дією температурного поля, ма-
ють вигляд
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Приймаючи лінійний розподіл температури за товщиною, за-
пишемо фізичні співвідношення (6) в узагальнених напруженнях 
та деформаціях 
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де позначено 
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Отримаємо розрахункову систему рівнянь задачі, вибравши в 
якості розрахункових функцій ( )k

rN ,  ( )k
rM , ( )ku , ( )kθ . Для цього ви-
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Підставляючи знайдені ( )
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rχ  в усі інші рівняння, отрима-
ємо таку систему диференціальних рівнянь першого порядку від-
носно розрахункових функцій:
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Кільцеві зусиля і момент та відповідні деформації визначають-
ся за формулами
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Повні деформації в довільній точці конструкції шукають за 
формулами (9), а напруження — за формулами (6). Розроблено ал-
горитм розв’язування задачі.
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MATHEMATICAL SIMULATION OF THERMOELASTIC 
PLASTICITY DEFORMATION OF THIN-WALLED STRUCTURAL 

ELEMENTS
System of equations for investigation of thermoelastic 

plasticity deformation processes of thin circular plate and 
search of residual stress and deformation fields, based on small 
thermoelasticity-plasticity deformations theory, generalized for 
the case of unloading and repeated plastic deformations, are 
obtained.
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