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СКІНЧЕННОЕЛЕМЕНТНЕ МОДЕЛЮВАННЯ РОСТУ ВТОМНОЇ 
ТРІЩИНИ З УРАХУВАННЯМ НАПРУЖЕННЯ ВІДКРИТТЯ 

ТРІЩИНИ ТА ЕФЕКТИВНОГО КОЕФІЦІЄНТА ІНТЕНСИВНОСТІ 
НАПРУЖЕНЬ  

Створено модель плоского зразка з центральною тріщиною 
в пружно-пластичній постановці за допомогою методу 
скінченних елементів у програмному комплексі ANSYS. 
Обґрунтовано довжину проростання тріщини для усталення 
пластичної зони у вістрі тріщини. Змодельовано ріст втомної 
тріщини за регулярного циклічного навантаження з урахуванням 
залишкових деформацій та напружень в околі вістря тріщини 
та контакту її берегів. Розраховано швидкість росту втомної 
тріщини з використанням ефективного коефіцієнта 
інтенсивності напружень, отриманого при моделюванні 
розкриття тріщини. Отримано задовільне узгодження 
результатів моделювання та експериментальних даних. 

Ключові слова: закриття тріщини, ефективний коефіцієнт 
інтенсивності напружень, ріст втомної тріщини, метод 
скінченних елементів. 

Постановка проблеми. Багато конструкцій машин та механізмів 
перебувають під впливом циклічних експлуатаційних навантажень, які 
спричиняють зародження та поширення в матеріалах втомних 
пошкоджень. Тому широкого розмаху набули дослідження процесу 
втомного руйнування конструкційних матеріалів під дією 
експлуатаційних циклічних навантажень. В останні десятиліття 
приділяється велика увага дослідженням поширення втомних тріщин з 
урахуванням попереднього накопичення пошкоджень та деформування 
матеріалів (передісторії навантаження), які виникають в околі вістря 
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тріщини внаслідок дії нерегулярних випадкових послідовностей 
навантаження [1, 2]. В таких послідовностях присутні цикли 
перевантажувань розтягом та стиском, які призводять до затримки або 
прискорення росту втомних тріщин (РВТ). Ці ефекти є наслідком 
пластичного деформування матеріалу спереду та позаду вістря тріщини і 
їх необхідно враховувати при оцінюванні залишкового ресурсу та 
прогнозуванні РВТ у конструкційних елементах із втомними 
пошкодженнями. Одним із ефективних шляхів розв’язання таких задач є 
використання чисельних методів, зокрема методу скінченних елементів 
(МСЕ). 

Відомо, що при ступінчастому зростанні амплітуди циклічного 
навантаження відбувається пришвидшення РВТ [1, 2, 3]. Цей ефект триває 
від кількох десятків до сотень циклів навантаження сталої амплітуди і 
завершується усталенням швидкості РВТ до рівня, який визначається 
кінетичною діаграмою втомного руйнування (КДВР), за 
сталоамплітудного циклічного навантаження. Зазвичай при оцінюванні 
РВТ за сталої амплітуди чи за ступінчатого зростання амплітуди 
навантаження вказаним ефектом нехтують. Це призводить до зниження 
достовірності оцінки РВТ та залишкового ресурсу елементів конструкцій.  

Дана робота присвячена розробленню та апробації методики 
скінченноелементного моделювання РВТ за умов сталоамплітудного 
навантаження, яка враховує вплив пластичних деформацій у вістрі та на 
берегах втомної тріщини. Ця методика базується на визначенні 
напруження відкриття тріщини і, відповідно, ефективного розмаху 
коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН) кожного циклу навантаження. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Для оцінювання міцності 
та ресурсу роботи елементів конструкцій часто використовуються підходи 
лінійної механіки руйнування, в основу яких покладена концепція КІН. 
Для пояснення численних кінетичних ефектів, які супроводжують втомне 
руйнування конструкційних матеріалів, використовують концепцію 
закриття тріщини (ЗТ) [4, 5]. Поверхні берегів тріщини позаду вістря 
залишаються замкненими під час частини циклу навантажування 
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розтягом, а контакт втрачається (розпочинається відкриття тріщини) лише 
за певного розтягую чого навантаження [6]. ЗТ характеризується КІН 
відкриття тріщини Kop. Частка циклу навантаження нижче Kop не 
пошкоджує матеріал і не призводить до росту втомної тріщини (РВТ). Для 
врахування ЗТ при аналізі напружено-деформованого стану (НДС) 
використовують ефективний розмах КІН [5] 

opeff KKK  max , (1) 

де Kmax – найбільший КІН циклу навантаження. 
Ефект ЗТ кількісно оцінюється коефіцієнтом відкриття тріщини U [3]: 

. (2) 

де  – найменший КІН циклу навантаження. 
Коефіцієнт відкриття тріщини для сплаву Д16Т з урахуванням коефі-

цієнта асиметрії циклу навантаження R визначається за формулою [8] 
. (3) 

де . 
У літературі описано різноманітні механізми, які пояснюють ефект 

ЗТ [5, 7, 9–13]. ЗТ оцінюють експериментально [14] та аналітично, з 
використанням чисельних методів [1, 2, 15, 16, 17]. 

Відомо, що експериментальні дослідження ефекту закриття тріщини 
є дуже трудомісткими, а отримані результати часто суперечливі [17]. На 
результати експериментального оцінювання напруження відкриття 
тріщини впливають: база вимірювання; відстань від вістря тріщини до 
бази вимірювання; невідповідність фронту тріщини з її виходом на 
поверхню та місцем встановлення тензодавачів; попередні пластичні 
деформації в околі вістря тріщини (передісторія навантаження) тощо. 
Тому різні підходи щодо оцінювання рівня відкриття тріщини мають 
обмеження у застосуванні [17]. 

В даний час все ширшим стає застосування комп’ютерного 
моделювання для проведення та аналізу експериментів. Для потреб та 
задач механіки деформівного твердого тіла широко набув МСЕ. Суть 
даного методу полягає в апроксимації досліджуваного тіла деякою 

    KKKKKKU effop  // minmaxmax

minK

21,04,05,0 RRU 

maxmin KKR 
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моделлю, котра являє собою сукупність елементів із заданими 
властивостями матеріалу та скінченною кількістю ступенів свободи [18]. 
МСЕ дає змогу відтворювати реалістичні моделі об'єктів досліджень із 
заданими властивостями матеріалу та умовами навантаження. 

Дана робота спрямована на розв’язання актуальної задачі, а саме 
створення та апробацію реалістичної скінченноелементної моделі 
плоского прямокутного зразка з центральною тріщиною (сплав Д16Т) для 
дослідження кінетики НДС матеріалу в околі вістря втомної тріщини та 
симуляцію її росту з урахуванням умов навантаження. 

Метою роботи є розроблення методики моделювання РВТ у плоских 
прямокутних зразках з центральною тріщиною, яка базується на оцінці 
напруження op, КІН розкриття тріщини Kop та розмаху ефективного КІН 
Keff у вістрі втомної тріщини методом скінченних елементів. 
Моделювання РВТ виконується у пружно-пластичні постановці, з 
урахуванням умов плоского напруженого стану та за дії 
сталоамплітудного циклічного навантаження. Розроблення методики 
базується на результатах досліджень впливу дискретизації сітки 
скінченних елементів та вибору відстані й бази вимірювання на точність 
оцінки напруження op відкриття тріщини [19]. Крім того, враховується 
відстань проростання тріщини, яка необхідна для усталення НДС спереду 
та формування пластичних утяжок позаду її вістря. Методика є придатною 
для оцінювання РВТ за умов нерегулярного навантаження і враховує 
взаємовплив навантажень змінної амплітуди (передісторії навантаження). 

Результати досліджень. У роботі [19] запропоновано методику 
визначення розкриття втомної тріщини з допомогою оптичного методу 
координатних сіток. За цією методикою побудовано кінетичні діаграми 
втомного руйнування (КДВР) в ефективних координатах. Отримано 
задовільне узгодження КДВР, побудованих в ефективних координатах за 
різних асиметрій циклу навантаження, з поправкою Елбера та 
експериментальних даних, отриманих з допомогою методу координатних 
сіток (рис.1). 
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Рисунок 1. КДВР сплаву Д16Т в ефективних координатах: 
1 – експеримент з поправкою Елбера; 2 – апроксимація 

експериментальних даних;  3 – експеримент, метод координатних сіток 
 

У праці [20] описано побудову моделі прямокутного зразка з 
центральною тріщиною (рис. 2), використовуючи програмне 
забезпечення ANSYS. Матеріал зразка – алюмінієвий сплав Д16Т. 
Обґрунтовано, що для скінченноелементної оцінки НДС за двовісного 
розтягу плоскої пластини з центральною тріщиною достатньо 
використовувати сітку скінченних елементів розміром 10 мкм. 
Описано методику вимірювання розкриття тріщини та методику 
визначення моменту відкриття тріщини і відповідного йому . 

Описана модель була також використана та доповнена у даному 
дослідженні. 

Для моделювання поширення втомної тріщини вздовж напрямку 
її росту, на дві відокремлені поверхні – береги тріщини (рис. 3) 
накладали умови контакту. Це дало змогу змоделювати процеси, що 
виникають при закритті тріщини внаслідок утворення залишкових 
пластичних деформацій, контактних та стискувальних напружень в 
околі вістря тріщини. 

 

op



П. Ясній, Ю. Пиндус, О. Галущак. Скінченноелементне моделювання росту ... 

 

53

 
Рисунок 2. Скінченноелементна модель плоского прямокутного зразка з 

центральною тріщиною  

Контактні поверхні створювали елементами CONTA171 і 
TARGE169. Ці елементи знаходяться на поверхні основних двовимірних 
скінченних елементів PLANE182 і мають ті ж геометричні 
характеристики. Контакт відбувається, коли елементи CONTA171 однієї 
(контактуючої) поверхні стикаються з елементами TARGE169 цільової 
поверхні. 

У зразку створювали тріщину певної довжини. Вузлові точки вздовж 
лінії росту тріщини від концентратора (отвору) напружень до обраного 
вузла (вістря тріщини) не обмежувалися в переміщеннях (рис.3,a). 
Попереду вістря тріщини моделювали цілісний матеріал, через який може 
відбуватися РВТ (рис.3,b). Для цього вузлові точки на продовженні лінії 
тріщини обмежували у переміщеннях уздовж осі дії прикладених зусиль 
(вісь Y). 

До модельного зразка прикладали циклічні навантаження розтягом 
сталої амплітуди, які спричиняли у ньому напруження брутто, що 
дорівнювали експериментальним. Швидкість РТВ спочатку визначали за 
формулою Періса 

, (4) 

де C=2,5·10-10 (м/цикл)/(МПам); n=3,8 – експериментальні сталі матеріалу 
[19]. 

 nKCV eff
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Рисунок 3. Схема берегів тріщини та суцільного матеріалу спереду вістря 
тріщини: a) вузли без обмежень (береги тріщини); b) обмежені по 
переміщеннях у напрямку дії зусиль розтягом вузли (суцільний матеріал); 
c) контактні поверхні 
 

Ефективний розмах  обчислювали з урахуванням ефективного 
розмаху напруження (брутто) циклу навантаження  за формулою 

, (5) 

де l – половина довжини тріщини; Y – поправкова функція, що 
обчислюється за формулою [19] 

,  (6) 
у якій W  – ширина зразка. 

Ефективний розмах  обчислювали за формулою 

,  (7) 

де  – найбільше напруження циклу навантаження;  – напруження 
відкриття тріщини. 

У кожному циклі навантаження (навантаження-розвантаження) 
обчислювали значення приросту тріщини за цикл (4). Підростання 
тріщини за кожен цикл підсумовували. Коли загальний приріст досягав 
кроку сітки, знімали обмеження переміщень уздовж осі Y з пари вузлових 
елементів, що знаходилися в одній точці й моделювали вістря тріщини у 

effК

eff

YlК   effeff
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цей момент (рис.3,b). При подальшому навантаженні описану процедуру 
повторювали. Таким чином, моделювали РТВ з урахуванням ефективного 
розмаху КІН.  

Наступним етапом роботи було визначення найменшого приросту 
тріщини, яка забезпечує усталення НДС в околі її вістря. Зокрема, це 
формування циклічної пластичної зони спереду та пластичних утяжок 
позаду вістря тріщини і, відповідно, усталення напруження її відкриття. 
До моделі прикладали віднульове циклічне навантаження, яке створювало 
в ній максимальне нормальне напруження брутто . За цих 
умов, із використанням описаної вище методики, пророщували тріщину 
на 5 мм зі швидкістю, що відповідає КДВР сплаву Д16Т. У результаті 
отримали залежність  від довжини проростання тріщини (рис. 4). Як 
бачимо з рис. 4, після підростання тріщини на довжину 2 мм значення  
виходить на плато і зберігається сталим. Це можна пояснити усталенням 
НДС в околі вістря тріщини.  

 
Рисунок 4. Усталення напруження розкриття тріщини op при проростанні 

тріщини за постійного напруження брутто в зразку 
 

Аналогічні результати отримано при моделюванні циклічного 
навантаження за інших значень напружень та асиметрій циклу 
навантаження.Отже, можна зробити висновок, що для достовірного 

МПа83max 

op

op
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програмного відтворення НДС та моделювання РВТ необхідно програмно 
попередньо проростити тріщину мінімум на 2 мм. 

Результати розрахунку НДС кожного кроку навантаження, зокрема 
пластичні деформації, враховували при розрахунку на наступному кроці 
(циклі). На рис.5 наведено результати скінченноелементного розрахунку 
нормальних напружень і нормальних пластичних деформацій в околі 
вістря тріщини та на її берегах, після пророщування тріщини на 2 мм. З 
рис. 5 a,b бачимо, що при пророщуванні тріщини на її берегах 
утворюються залишкові пластичні деформації (утяжки). Завдяки цьому 
при розвантажуванні береги тріщини змикаються дочасно, до повного 
розвантаження, що й зумовлює ефект закриття тріщини. Крім цього з 
рис.5,d бачимо, що після дочасного змикання на берегах тріщини 
виникають контактні залишкові стискувальні напруження.

 

 
a) 

 

 
b) 

 

 
c) 

 

 
d) 

Рисунок 5. НДС у вістрі та на берегах пророщеної на 2 мм тріщини: 
a) нормальні пластичні деформації при  = 84 МПа; b) нормальні пластичні 

деформації при розвантаженні, = 0 МПа; c) нормальні напруження при 
 = 84 МПа; d) нормальні напруження після розвантаження,  = 0 МПа 
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Таким чином, розроблена модель дає можливість враховувати вплив 
залишкових пластичних деформацій (утяжок) на берегах тріщини і, 
відповідно, залишкових стискувальних напружень.  

Змодельовано серію програмних експериментів, які відповідають 
експериментальним даним за різних значень  середньоамплітудної 

ділянки КДВР. У всіх програмних експериментах півдовжина тріщини 
становила 21,5 мм. До зразка прикладали віднульове циклічне 
навантаження (сталої амплітуди), яке створювало в ньому максимальні 
напруження брутто і відповідні значення КІН: 

 , ; 

 , ; 

 , . 

Для достовірного відтворення НДС, а також для усталення відкриття 
тріщини, її спочатку пророщували на довжину 2 мм відповідно до 
описаної вище методики. Момент та напруження відкриття тріщини 
визначали за методикою, описаною в праці [19]. Ефективний розмах 
напруження (брутто)  та ефективний розмах КІН  обчислювали 
за формулами (7) та (5) відповідно. 

Отримані з використанням МСЕ значення  порівнювали з 

результатами експериментів та розрахунковими даними, обчисленими за 
формулою (2) (рис. 6). 

Обчислені МСЕ значення  (рис. 6b) на 15–20% перевищують 

, отримані експериментально або з допомогою розрахунків за 

формулою (2). Відповідно, для усунення розбіжностей в алгоритм 
обчислення  при моделюванні запропоновано ввести коефіцієнт 

: 

. (8) 

Як можна побачити з рис.6,c та табл.1, з урахуванням поправкового 
коефіцієнта  значення  задовільно узгоджуються з результатами, 

отриманими експериментально та з допомогою розрахунків із поправкою 

maxK

МПа 62max  мМПа 8,11max K

МПа 74max  мМПа 8,13max K

МПа 84max  мМПа 8,15max K

eff effK

effK

effK

effK

effK

85.0

 effeff KK

effK
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U (3). Завищення розрахованих МСЕ значень  можливе через 

неврахування у моделі шорсткості поверхонь руйнування та накопичення 
продуктів окиснення на берегах тріщини, які додатково збільшують 
напруження відкриття тріщини . 

 
 

Рисунок 6. Порівняння розмаху ефективного КІН, отриманого 
експериментально (d), з допомогою розрахунків (a), при моделюванні в ANSYS 

без поправки  (b) та з урахуванням  (c) 

 
Таблиця 1 

Значення ефективного розмаху КІН та швидкості РВТ, отримані експериментально та 
моделюванням  

,
 

Розрахунок Експеримент ANSYS 
ANSYS з 

урахуванням 
коефіцієнта  

, V, 
м/цикл 

, V, 
м/цикл 

, V, 
м/цикл 

, 
 

V, 
м/цикл 

11,8 5,9 2,12E-7 6,25 2,38E-7 6,9 3,75E-7 5,8 2,02E-7 
13,8 6,9 3,85E-7 6,95 2,5E-7 8 6,76E-7 6,8 3,65E-7 
15,8 7,9 6,44E-7 7,90 4,71E-7 9,2 1,13E-6 7,8 6,11E-7 

У моделі враховуються лише пластичні деформації в околі втомної 
тріщини та залишкові стискувальні напруження. Таким чином, коефіцієнт 

 у формулі (8) є поправкою, яка інтегрально враховує зростання 

effK

op

 

maxK

мМПа


effK
мМПа

effK
мМПа

effK
мМПа

effK
мМПа


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шорсткості зламу та накопичення продуктів корозії на берегах та у вістрі 
тріщини. 

 
Рисунок 7. Кінетична діаграма сплаву Д16Т в ефективних координатах за 
асиметрії циклу навантаження R=0: a) експеримент з поправкою Елбера; 

b) апроксимація експериментальних даних, ф-ла (4); c) експеримент, метод 
координатних сіток [15]; d) моделювання МСЕ в ANSYS 

 
В подальшому швидкість РВТ V у кожному із комп’ютерних 

експериментів обчислювали за формулою (4) з урахуванням , 

. (9) 
Для порівняння змодельованих та експериментальних даних 

побудовано кінетичну діаграму сплаву Д16Т в ефективних координатах 
(рис.7). На ній зображено дані, які отримали експериментально (з 
поправкою Елбера U (3)) (рис. 7a), методом координатних сіток [19] (рис. 
7c) та запропонованою методикою моделювання в ANSYS (рис. 7d). З 
діаграми бачимо задовільне узгодження експериментальних та 
змодельованих значень для кожного з експериментів. 

Висновки. З використанням МСЕ (ANSYS) розроблено модель 
прямокутної пластини з центральною тріщиною в пружно-пластичній 
постановці (кінематичне зміцнення) та з урахуванням умов плоского 
напруженого стану. Опрацьовано методику скінченноелементного 
моделювання РВТ, яка базується на поцикловому підрахунку приросту 

effK

 nKCV eff
'
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тріщини з урахуванням напруження відкриття тріщини, розмаху 
ефективного напруження та ефективного КІН циклу навантаження. При 
програмному моделюванні РВТ враховували вплив залишкових 
пластичних деформацій і стискувальних напружень в околі вістря тріщини 
на її закриття. Показано, що для підвищення достовірності обчислення 
напруження відкриття тріщини і ефективного КІН потрібно враховувати 
дані моделювання після усталення НДС в околі вістря тріщини, тобто 
після її підростання на l ≥ 2 мм. Запропоновано, окрім пластичного 
деформування матеріалу в околі тріщини, враховувати шорсткість 
поверхні руйнування та накопичення продуктів корозії на берегах та у 
вістрі тріщини шляхом введення поправкового параметричного 
коефіцієнта. Отримані результати моделювання кінетики тріщини 
задовільно узгоджуються з експериментальними даними. 
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SIMULATION OF FATIGUE CRACK GROWTH IN D16T ALLOY 
USING FINITE ELEMENT METHOD  

The aim of this study was to simulate fatigue crack growth using 
ANSYS software, determine crack growth rate and compare it with 
experimental data. In order to simulate the fatigue crack propagation 
along the direction of its growth, contact conditions were applied on 
two separate surfaces – cracks faces. This made it possible to simulate 
the processes that occur at the crack closure due to the formation of 
residual plastic deformations, contact and compressive stresses in the 
crack tip. In order to simulate crack propagation, the rate of crack 
growth was determined by the Paris formula. Crack growth rate was 
determined after application of each cycle of regular loading and 
summarized using of the «cycle by cycle» technique. Results of stress-
strain state simulation for each load step, including plastic 
deformations, were considered during simulation of next load step 
(cycle). During crack growth on its faces residual plastic 
deformations (extensions) were formed. Therefore during unloading 
the crack faces closed up prematurely, before unload if finished. This 
leads to the crack closure effect. In addition, after premature crack 
closure, residual contact compressive stress appears on the crack 
faces. Thus, the created model made possible to take into account the 
effect of residual plastic deformation (extensions) on crack faces and 
consequently residual compressive stresses. To compare the simulated 
and experimental results, the V  Keff diagram of D16T alloy in 
effective Keff values was built. The diagram shows satisfactory 
agreement of experimental and simulated results for each experiment. 

Key words: crack closure, stress intensity factor, fatigue crack 
growth, finite elements method. 


