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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СОРБЦІЙНОГО 
МАСОПЕРЕНОСУ ДЛЯ ОДНО- І ДВОСКЛАДОВИХ 

ОБМЕЖЕНИХ СЕРЕДОВИЩ 
 

Методами інтегрального перетворення Лапласа і функцій Коші побудовано точні 

аналітичні розв’язки математичних моделей сорбційного масопереносу для односкладового і 

двоскладового обмеженого пористого середовища; здійснено числове моделювання та аналіз 

концентраційних полів для технологічних систем адсорбційного очищення розчинів.  

Ключові слова: моделі адсорбційного масопереносу, мікропористі неоднорідні сорбційні 

середовища, неоднорідні крайові та інтерфейсні умови, перетворення Лапласа,  функції впливу Коші. 

 

D. Mykhalyk1 , M. Petryk1 , M. Babiyk2 
 

MATHEMATICAL MODELING OF SORPTION MASSTRANSFER 
FOR ONE AND TWO COMPONENTNS LIMITED MEDIA 

 
The exact analytical solutions of mathematical models of sorption mass transfer for homogeneous and two 

components limited porous medias are presented. The exact analytical solution of the model is found by 

application of integral Laplace transformation and Couchy functions. The numerical analysis of model for some 

values of process parameters is evaluated. 

Key words: models of sorption masstranfer, microporous heterogeneous sorption media, heterogeneous 

boundary and interface conditions, Laplace transformations, Couchy’s influence function. 
 

Вступ. Створення сучасних сорбційних технологій і матеріалів очищення розчинів 

потребує вивчення механізмів кінетики та інтенсифікації сорбційного масопереносу у 

багатошарових неоднорідних середовищах різної природи, що у свою чергу вимагає 

розвитку нових підходів у моделюванні. Вони дозволятимуть описувати  внутрішню 

кінетику переносу з урахуванням інтерфейсних взаємодій та нестаціонарних режимів 

на масообмінних поверхнях. Проблеми математичного моделювання дифузійно-

адсорбційного масопереносу в однорідних і неоднорідних пористих середовищах та 

методи побудови математичних розв’язків таких моделей розглянуті у попередніх 

працях авторів [1-4], а також досліджуються у працях Ликова [5], Сергієнка, 

Скопецького, Дейнеки [6], Ленюка, Fraissard,  Springuel-Huet, N’Gokoli-Kekele Laurence 

[7], Karger,  Ruthven [8]. У [1,3] зокрема подано теорію інтегральних перетворень та 

практику їхніх застосувань у задачах масопереносу для неоднорідних, пористих 

середовищ, з урахуванням системи механізмів інтерфейсних взаємодій між 

елементами переносу та нестаціонарних режимів масообміну на масообмінних 

поверхнях. З використанням викладених в [1] методик у пропонованій праці  

побудовані й досліджуються математичні моделі окремих технологічних процесів 

сорбційного очищення рідини для однорідних і неоднорідних (двоскладових) 

напівобмежених робочих каналів, з урахуванням  нестаціонарних  технологічних 

режимів масообміну. 

Одновимірна нестаціонарна математична модель сорбційного масопереносу 
для обмеженого однорідного середовища. Розглядаємо процес сорбційного 

масопереносу для обмеженого однорідного середовища масопереносу. Математичну 
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модель такого процесу можна зобразити, побудувавши в області 

( ){ ( ) }, : 0 , 0, ,D t z t z l l= > ∈ < ∞  обмежений розв’язок системи рівнянь 

( ) 2

0 2

,C t z a C
D f

t t z

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
                                                         (1) 

( ) ( )
,a t z

a C
t

γ β
∂

+ −
∂

                                                                     (2) 

з початковими умовами 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, ; ,t tC t z C z a t z a z= == =                                           (3) 

та крайовими умовами 

0 ( ); 0e z l

C C C
t

t z z
ω= =

∂ ∂ ∂ + = = ∂ ∂ ∂ 
  .                                               (4) 

 

Тут ( ),C t z , ( ),a t z  – концентрації адсорбованої речовини в рідинній та твердій 

фазах переносу; 0D  – ефективний коефіцієнт дифузії [м
2
/с]; β  – загальний коефіцієнт 

масопереносу; γ – коефіцієнт адсорбції; f – розподілені джерела (стоки) мас.  

Диференціальне рівняння (1) описує матеріальний баланс при переносі, а 

рівняння (2) описує кінетику фазового переходу. Крайові умови (4) подані у 

найзагальнішій формі, яка враховує найрізноманітніші види масопереносу на границях, 

у тому числі й наявність нестаціонарних режимів масообміну (диференціальний 

оператор у крайових умовах). 

Для побудови розв’язку описаної моделі до задачі (1) - (4) застосуємо 

інтегральне перетворення Лапласа в припущенні, що шукані розв’язки і функції, 

визначені в умові задачі, є оригіналами за Лапласом. У результаті отримаємо таку 

крайову задачу: побудувати обмежений в області ( ) }{ : 0, ,I z z l l= ∈ < ∞  розв’язок 

диференціального рівняння 
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2 * *,
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з крайовими умовами 
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Загальний розв’язок новоотриманої крайової задачі будуємо методом Коші: 

* * * * *

0

0

( , ) ( , ) ( ) (0) ( , , ) ( , )

l

C p z W p z p C p z F p dω ε ξ ξ ξ = ⋅ + +  ∫ ,    (7) 

де *( , )W p z  – функція Гріна, породжена крайовими умовами задачі, ( , , )p zε ξ – 

фундаментальна функція Коші, породжена неоднорідністю диференціального рівняння. 

Крайові умови (5) визначають властивості головних розв’язків задачі (5) - (6): функції 

Гріна ( , )W p z , функції Коші ( , , )p zε ξ . 

Знайшовши усі складові рівняння (7), розв’язок задачі (5) - (6) перепишемо так: 
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де 

( )
( )*

( ),01
( , , )

( ) ( ),0

q chqz pshqz chq l z
p z

q P q chq p shq chq l z z l

ξ ξ
ε ξ

ξ ξ ξ

 ⋅ − ⋅ − < < < 
= 

∆ ⋅ − ⋅ ⋅ − < < < 
. 

 

Повертаючись у формулі (8) до оригіналів, отримаємо єдиний розв’язок вихідної 

задачі (1) - (4): 
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1 1
( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( , ) .
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Одновимірна нестаціонарна математична модель сорбційного масопереносу 
для обмеженого двоскладового середовища. Математичну модель такого процесу 

можна зобразити, побудувавши в області  { }1 1 2 2( , ) : (0, ), (0, ) ( , ) ,D t z t z l l l l= ∈ ∞ ∈ < ∞U  

обмежений розв’язок системи рівнянь: 
2
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з початковими умовами 
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та інтерфейсними умовами 
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1
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                                                                           (14) 

У припущенні, що задані й шукані функції є оригіналами за Лапласом, 

застосовуємо до задачі (10) - (11) інтегральне перетворення Лапласа стосовно змінної t, 

у результаті отримаємо крайову задачу: побудувати на множині 

}{1 1 2 2: (0, ) ( , );I z z l l l l= ∈ < ∞U  обмежений розв’язок сепаратної системи рівнянь 
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де 
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2 * 1 *1 , ( , ) ( , ) ( ) ( )
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k k k k k

p
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D p p

β β γ
β γ β γ

− 
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Розв’язок крайової задачі (15) - (17): 
1

2

1

* * *

1 1 1 1 1 1 1

0

* * *

2 2 2 2 2 2 2

( , ) ( , , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , )

l

l

l
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∫

∫
  .                                        (18) 

Функції Коші для рівняння (18) будуємо у такому вигляді: 

 

*

1 1*

*
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( , , )

,

k k k k k

k

k k k k k
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
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= 
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1
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ξ
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.  (19) 

Використавши властивості функції Коші та крайові умови (16), отримаємо 

( )
( )
( )

1 1 1 1 1*

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[( 1) ]1
( , , )

( 1) [( 1) ]
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= 
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2 1 2 2 1 2*

2

2 1 2 2 1 22 2

( ) ( ),1
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shq z l chq l l z l
p z

shq l chq l z l z lq chq l

ξ ξ
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= 
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Для визначення невідомих ,j jA B   ( )1,2j ≡  у рівняннях (18) застосуємо інтерфейсні 

умови (14) та крайові умови (13). У результаті отримаємо таку алгебраїчну систему:  
 

*

1 1 1 10

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2

11 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 22 2 1 22 2 1 20 1 12

2 2 2 2 2 2

( 1) (0) ( )
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p A q B C p
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ω
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
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
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                                 (22) 

Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності даної задачі: для  

p isσ= +  із 0Re ,p σ σ= > де 0σ
 

– абсциса збіжності інтеграла Лапласа, 

Im ( ; )p s= ∈ −∞ ∞  визначник алгебраїчної системи (22) дорівнює 
* * *

1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0p A p chq l A p shq l∆ ≡ − ≠
.
                                                     (23) 

Визначимо : 

а) породжені крайовою умовою у точці z=0 функції Гріна: 

( )*

11 1 2 2 2 1 1 1 2 1 1*

1
( , ) ( ) ( ) ;

( )
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* 1
12 2 2*
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q
W p z chq l z

p
= −

∆
;                                                                     (24) 

б) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна: 

* *2
11 1 11*

( , ) ( , )
( )

chq l
R p z p z

p
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∆
;

*
* 1 11
21 2 2*
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p
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p
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∆
;   (25) 

в) породжені неоднорідністю системи (22) функції впливу: 
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* *1
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У результаті однозначної розв’язності алгебраїчної системи (22), підставивши одержані 

вирази Аj,Bj (j=1,2) у формули (18), отримаємо єдиний розв’язок крайової задачі     

(15) – (17) : 
 

( )
1 2

1

* * *

1 10 1 20 1

* * * *

1 1 2 2

0

( , ) ( , ) (0) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )
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Числове моделювання і аналіз концентраційних полів. На базі отриманих 

розв’язків описаних вище моделей проведено чисельне моделювання і аналіз кінетики 

сорбційного масопереносу, для цього використано такі початкові дані: 
2

0.000004
m

D
s

=  – ефективний коефіцієнт дифузії для середовища (система –

рідина – тверде пористе тіло);  

β = 0.1; 1.15; 0.2; 0.4, [s
-1

] – загальний коефіцієнт масопереносу (враховує 

ступінь пористості адсорбенту); 

1.5 1.4γ = ÷
 
– константа адсорбції (безрозмірна величина), кінетичний параметр, 

що визначає швидкість поглинання адсорбентом адсорбованої речовини;  

* 1 z
z

−
=

∞
 – безрозмірна  геометрична координата довжини робочого каналу.  

Результати чисельного моделювання процесу сорбційного масопереносу згідно з 

описаними математичними моделями та початковими умовами й основними 

технологічними обмеженнями, поданими вище, зображені на рис. 1 – 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Нестаціонарні просторово розподілені поля 

розподілів концентрацій ( ),C zτ : β =0.01; 0 0γ =
Рис. 2. Нестаціонарні просторово розподілені поля 

розподілів концентрацій ( ),C zτ : β =0.1; 0 0γ =
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Аналіз концентраційних профілів полів нестаціонарних просторово розподілених 

концентрацій у рідинній фазі для сорбційного масопереносу (рис. 1 – 5) засвідчує, що зі 

зростанням коефіцієнта масопереносу β  від  0,01 до 0,1 тривалість адсорбції 

Рис. 3. Нестаціонарні просторово розподілені поля 

розподілів концентрацій ( ),C zτ : β =0.15; 0

11
0γ =

 
1 – τ=0.0005, 2 – τ=0.05, 3 – τ=0.2, 4 – τ=0.3,  

5 – τ=0.5, 6 – τ=0.7, 7 – τ=0.9, 8 – τ=1.0 

 

Рис. 4. Нестаціонарні просторово розподілені поля 

розподілів концентрацій ( ),C zτ : β =0.2; 0

11
0γ =

 
1 – τ=0.0005, 2 – τ=0.05, 3 – τ=0.2, 4 – τ=0.3,  

5 – τ=0.5, 6 – τ=0.7, 7 – τ=0.9, 8 – τ=1.0 

 

Рис. 5. Нестаціонарні просторово розподілені поля 

розподілів концентрацій ( ),C zτ : β =0.4; 0

11
0γ =

 
1 – τ=0.0005, 2 – τ=0.05, 3 – τ=0.2, 4 – τ=0.3,  

5 – τ=0.5, 6 – τ=0.7, 7 – τ=0.9, 8 – τ=1.0 
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зменшується від 400 до 250 одиниць (тут τ  – приведений (безрозмірний) час). Отже, 

найкращі результати щодо мінімізації тривалості очищення при заданому ступені  

(Сдопуст.<10
-5

) показують адсорбційні матеріали із показником 0.4β ≥ . 

При зміні положення безрозмірної геометричної координати *z від 1 до нуля, що 

відповідає зміні геометричної змінної z від 0 до ∞ , профілі розподілу концентрацій у 

рідинній фазі змінюються наступним чином: у початковий момент часу задана  

концентрація речовини в рідинній фазі сорбційного середовища дорівнює 1, що 

відповідає початковій умові (2), а зі збільшенням часу τ  від 0 до 100 – 150 одиниць 

(рис. 1) спостерігаємо стадію експоненціального спадання концентрації ( ),C zτ .  

Наступною важливою стадією (τ  змінюється від 150 до 300 одиниць) є стадія 

відносно пологого (квазілінійного) спадання концентрацій *( , )C zτ
 
по довжині усієї 

робочої області, тоді можна говорити про перехід процесу в режим стабілізації, при 

якому виникає стан динамічної рівноваги між концентраціями адсорбтиву в порах 

адсорбенту та в рідинній фазі. Режим стабілізації (стан динамічної рівноваги) процесу 

настає практично для усіх ділянок робочого середовища при діапазоні зміни τ  від 300 

– 350 одиниць і далі. Це дає змогу технологічно узгодити максимальну тривалість 

протікання процесу очищення на одиницю маси з максимально допустимою довжиною 

робочого каналу при заданому  ступені очищення (Сдопуст.<10
-5

).  

Аналізуючи кінетику процесу згідно з отриманими графічними залежностями 

(рис. 1 – 5), можна встановити ще одну важливу особливість. При наближеності 

безрозмірної геометричної координати z
*
 до 1 та * 0z →  спостерігаємо збіжність 

концентраційних профілів до їхніх значень, визначених крайовими умовами задачі (3) 

(дані фізичних експериметів), а це ще раз підкреслює вірогідність математичного і 

чисельного розв’язку моделі та її адекватність даним фізичного експерименту. 

На рис. 6 зображено інтегральну функцію ефективності поглинання органічних 

розчинених домішок, яку визначаємо за формулою 

( ) * *

0

( , )S a z dzτ τ
∞

= ∫        (28) 

при різних значеннях коефіцієнтів адсорбції γ  ( 1 1.1γ =  ; 2 1.4γ = ), що вказують на 

різний ступінь поглинання. 
 

 
Рис. 6. Інтегральна функція ефективності адсорбції  

1 - 1 1.1γ = ,   2 - 2 1.4γ =  

 



МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА 
 

 125 

Інтегральна функція ефективності адсорбції ( )S τ  дає змогу визначити кількість 

адсорбованої маси на одиницю маси адсорбенту. Як бачимо на рис.6, при значенні часу 

200τ =  одиниць, що відповідає половині тривалості технологічного циклу адсорбції, 

адсорбент поглинає понад 80% максимально можливої кількості маси ( )1(200) 80% ;S ≈  

( )2 (200) 85% .S ≈  

 
Висновки. З використанням методів інтегрального перетворення Лапласа та 

функцій впливу Коші побудовані аналітичні розв’язки математичних моделей 

адсорбційного масопереносу для односкладових і двоскладових напівобмежених 

середовищ. Здійснено числове моделювання концентраційних полів досліджуваних 

процесів та проаналізовано отримані дані.  
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