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ДВОВІСНИЙ РОЗТЯГ ІЗОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ З НЕНАСКРІЗНОЮ ТРІЩИНОЮ 
З УРАХУВАННЯМ ПЛАСТИЧНИХ ЗОН БІЛЯ ЇЇ ВЕРШИН 
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BIAXIAL TENSION OF ISOTROPIC PLATE WITH A NON-THROUGH CRACK, 
TAKING INTO ACCOUNT THE PLASTIC ZONE AT ITS EDGES  

 

Розглянемо нескінченну однорідну ізотропну пластину завтовшки 2h , яка знаходить-

ся під дією однорідного поля зусиль на нескінченності P  і q . Вважаємо, що у ній знахо-

диться ненаскрізна тріщина завглибшки 
1

h h+  і завдовжки 2l , береги тріщини вільні від зов-

нішнього навантаження. Виберемо, в сердинній площині пластини, декартову систему коор-

динат Oxyz% , з початком в центрі тріщини, направивши вісь Ox  по ній. Вважаємо, що під ді-

єю зовнішнього навантаження у вершинах тріщини виникають пластичні зони завдовжки a , 

крім того матеріал у перемичці (
1
h z h≤ ≤% , l x l− ≤ ≤ ) переходить у пластичний стан. В сере-

динній площині пластини пластичні зони позначимо через 
1
L′  і 

1
L′′ , лінію, де розміщена трі-

щина, – через L , 
1

L L L= ∪
% , 

1 1 1
L L L′ ′′= ∪  (див. рис. 1). Граничне значення відповідних вели-

чин на дійсній осі при 0y → ±  будемо позначати знаками “+” і “–”. За рахунок ненаскрізної 

тріщини розв’язок задачі подано у вигляді розв’язків двох задач: плоскої задачі та задачі зги-

ну пластини, де використана класична теорія. 

Згідно постановки маємо такі крайові умови: 

для плоскої задачі: 

1y T
bσ σ

±

= , 0
xy

τ
±

=  на L , 

0y
σ σ

±

= , 0
xy

τ
±

=  на 
1
L , 

для задачі згину: 

Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщини 
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2y T
M bσ

±

= , 0
xy

H
±

= , 0
y
N

±

=  на L , 

0y
M M

±

= , 0
xy

H
±

= , 0
y
N

±

=  на 
1
L′ , 

де 
y

σ , 
xy

τ  – компоненти тензора напружень, а 
0

σ  – невідоме нормальне напруження у 

пластичній зоні у плоскій задачі; 
y

M , 
xy

H , 
y
N  – згинальний і крутний моменти та 

перерізувальна сила, 
0

M  – невідомий згинальний моменти у пластичній зоні; 

1 1
( ) (2 )b h h h= − , 2 2

2 1
( ) 2b h h= − ; 

T
σ  – границя текучості матеріалу. 

За допомогою методів теорії функції комплексної змінної та комплексних потенціалів 

розв’язок задачі побудовано в класі функцій обмежених у вершинах пластичних зон. Знайде-

но напружений стан на L% : 

для плоскої задачі: 

0
( )

y
xσ σ

±

= , ( ) 0
xy

xτ
±

= , 
0

( )
x
x P qσ σ

±

= + − , 
1

x L∈ , 

1
( )

y T
x bσ σ

±

= , ( ) 0
xy

xτ
±

= , ( )
x T
x b P qσ σ

±

= + − , x L∈ , 

та моменти для задачі згину: 

0
( )

y
M x M±

= , ( ) 0
xy

H x
±

= , 
0

( )
3x

M x M
ν

ν

±

=

+

, 
1

x L∈ , 

2
( )

y T
M x bσ

±

= , ( ) 0
xy

H x
±

= , ( )
3x T

M x b
ν

σ

ν

±

=

+

, x L∈ . 

Одержано співвідношення для визначення невідомих 
0

σ  і 
0

M  

0 1
arcsin / arccos

2
T

q l lb
a a

π

σ σ
 = − 
 

, 
0 2

arcsin / arccos
T

l l
M b

a a
σ= − . 

Використовуючи умову пластичності Треска 

0 02

3

2
T

M
h

σ σ+ = ,  

знайдемо довжину пластичної зони 

( ) ( )
1

2

1 1

2 (1 / )
sin

5 3 / 2 /

T
qa

l h h h h

π σ
−

 −
=   − + 

. 

Для випадку наскрізної тріщини, коли 
1
/ 1h h = , одержимо відому в літературі форму-

лу 

1
cos

2
T

qa
l

π

σ

−
 

=  
 

. 

Скориставшись умовою пластичності Мізеса 

( ) ( )( )
2

2

0 0 0 0 02 2 2

3 3 3 3
3 32 2 2

T
q P M P q M M

h h h

ν
σ σ σ

ν ν

− + + + − + + =

+ +

, 

бачимо, що довжина пластичної зони буде залежати не тільки від головних напружень q  на 

безмежності, а також від P , чого не спостерігаємо при використанні умови пластичності 

Треска. 

 

 

 


