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ОБЕРНЕНІ КОЕФІЦІЄНТНІ ЗАДАЧІ КОМ ПЕТИТИВНОЇ ДИФ УЗІЇ В 
НЕОДНОРІДНИХ СЕРЕД ОВИ Щ АХ Н АН О П О РИ СТИ Х Ч АСТИ Н О К З 

ВИ КОРИ СТАН Н ЯМ  ҐР А Д ІЄН ТН И Х МЕТОДІВ

Розглядається обернена коефіцієнтна задача для компетитивної дифузії в неоднорідних се­
редовищах наноиористих частинок. Здійснено постановка та обґрунтуванням прямої та спря­
женої крайових задач та побудовано їх розв’язки операційним методом Гевісайда. Отримано 
явні вирази градієнтів функціоналів-нев’язок для ідентифікації параметрів нанопористих се­
редовищ, при допомозі яких відновлено розподіли коефіцієнтів дифузії для intercrystallytes 
та intracrystallytes просторів як функцій від часу для різних положень частинок в середови­
щі. Змодельовано розподіли концентрацій двох дифундованих компонентів в досліджуваному 
наносередовищі

Inverse problem for coefficients finding of competitive diffusion in heterogeneous media of 
nanoporous particles has been considered. Formulation and justification of direct and conjugate 
boundary problems has been provided. The solutions of boundary problems has been build taki­
ng advantage of Heaviside’s methods . Explicit expressions for gradients functional residuals has 
been obtained to identify the parameters of nanoporous media in form of diffusion coefficients for 
intercrystallytes and intracrystallytes spaces as functions of time for different modes of particles 
along the catalyst layer. Distributions of concentrations for two defunded components in studied 
sample of nanoporous media has been visualized.

Вступ

Застосування математичного моделювання 
до дослідження процесів масопереносу в на­
нопористих середовищах полягає не тіль­
ки в складності побудови адекватних мате­
матичних моделей, а й в  заданні їх пара­
метрів [1-Ю]. Раніше в працях [11, 19-21] 
розглядалися питання ідентифікації пара­
метрів задач масопереносу в нанопористих 
середовищах при відомих розподілах мас ре­
човини в твердій і газоподібної фазах. В 
силу складності експериментального поді­
лу цих характеристик, доцільно використо­
вувати ефективні обчислювальні алгоритми 
ідентифікації параметрів при відомих су­
марних масах для певних напрямків зонду­
вання досліджуваних середовищ, з викори­
станням високошвидкісних аналітичних ме­
тодів з урахуванням комплексу найсуттєві­
ших чинників. У цій праці розглядаються 
питання створення високопродуктивних ме­

тодів ідентифікації шляхом побудови мало- 
витратних аналітичних розв’язків прямих і 
спряжених задач і отримання на їх осно­
ві явних виразів градієнтів функціоналів- 
нев’язки для ідентифікації параметрів пере­
носу в нанопористих середовищах при відо­
мих сумарних розподілах маси в твердій і 
газоподібної фазах адсорбованих речовин.

Математична модель системи компе- 
титивиого переносу в неоднорідному 
середовищі

Розглядається складний компетитивний ма- 
соперенос двох компонент, що дифундують 
між собою в неоднорідному середовищі сфе­
ричних частинок мікро- та нанопористої 
структури. Дифузія розглядається при цьо­
му як на макрорівні (в міжчастинковому 
просторі, interparticle space), так і на мікро- 
рівні (в просторі мікро- та нанопорів сфери­
чних частинок, intraparticle space).
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Математична модель такого переносу з 
урахуванням вказаних фізичних чинників 
описана у вигляді змішаної крайової зада­
чі. В областях Пкт =  х ^к,^к =
І к—15 ^кік 1577-4- 1,10 0 її ... п̂+1
І <  оо концентрації ЇІ\к (і, г) ,и2к (і, z), з ура- ординаті (г) для [7 =
хуванням [3, б, 7] задовольняють системі 
рівнянь в частинних похідних

(4)

де друга умова є умовою рівноваги.
Крайові та інтерфейсні умови між тонки­

ми шарами мікропористих частинок, по ко-

и.

д_

dt
Uik (t, z)
U2k Сt,Z)
д ДкЛещй Дцгіегі2к д

dz A inter2l* ДіпІЄГ22й _ dz
± д _
Rdr

A
A

in tran fc -^ in t r a ^Дті
Д пintra2ife -^intra 22k

9i* (*> z) 
92* (t, r, z)

d

dt
1  d_ 
r2 dr

qik(.t, r , z )
<l2k{t,r, г)

Діпїгацк Ді^гаі2к 2 дV — 9і*"
A intra2ifc Діпігаг2й. дг 92,. (2)

Початкові умови 

= 0,^ifc & *)u2k (t, г) t=o
9ifc &  r > *) 
92* (t, r, z) = 0,

t=0
r Є (0, і ? ) , z Є fifc, A: =  1, n +  1. (3)

Крайові умови по просторовій змінній г 
9ідля q =
92

а
д

intranfc -l-^intrai2feд,
Длintra2ife -^ігЛгагг^.

9і* (t,r, z) 
92, it, r, z)

Діїгіегщ
Дыегг!-,

Дпгіегі2і
Діпіеггг,

J7U (t, г)
г/2і (t, z) = 0,

2 = 0

Uin+1 (;t,z ) Uh (f)l
и2п+1 (t, z)_ Z=l Uh w .

, t e ( 0 ,T ) ,

(5)

г=л [C/Sfe (t, г) -  USk+1 (t, z)] \ = 0 ,  8 =  1,2
(1)

де R «  min (Ik — Ік-1) ,R - радіус сфе- k
ричних мікропористих частинок відповід­
ної області f2fc. Для кожної пористої мі­
крочастинки радіусу R з центром в то­
чці z Є Сік при t Є (0 ,Т ) концентрації 
9ir (t, r, z) ,q2r (і, r, z) дифундованої двоком­
понентної суміші справедлива система рів­
нянь дифузії

Ulk (t, z) 
U2k (t, z) z=lk

inter k+1
^lfc+1 Z) 
U 2k+1 ( t ,  Z)

= 0,
z=lk

де A inter

к — 1, n +  1 ,t Є (0, T ) ,

Ді^ЄГцк Ді^ЄГі2к

(6)

r=0

9im {t,r, z)

1ОT—1
-se

92m (t,r, z\ r=R 0 k2

г Є fim,m =  1, n +  l,t Є (0, T)

/inter2lk
Система (1) описує зовнішній (відносно 

частинок) компетитивний масоперенос з по­
точними концентраціями к-ro шару Uik,U2k 
в interpartical space, лімітований системи 
впливу на поверхнях сферичних частинок 
радіуса R. Система (2) описує внутрішній 
масоперенос з поточними концентраціями в 
мікро- й нанопорах для к-го щару intraparti­
cle space qik,q2k. Зв’язок між концентрація­
ми для к-го шару Uik,U2k та qik,q2k визнача­
ється крайовими умовами адсорбційної рів­
новаги на поверхні сферичних частинок (4).

Тут Dk та Діїгі гак - матриці коефіцієн­
тів дифузії в просторах interpartical space та 
intraparticle space, що в загальному випад­

к у  є функціями від поточних концентрацій 
Ujk jQjk ij 1; 2.

Вважається, що коефіцієнти дифузії 
Anter,Antra задачі (1) -(6) є невідомими. 
Однак на поверхнях областей 7  ̂ С £1к->к =
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1,п  +  1, неоднорідного середовища відомі 
сліди розв’язків (концентрацій):

[и3к (*, г) +  дал (і, г)\1к =  М 3к Ц, г) |7,

а =  1,2,7а* Є ^  (7) 

д
де д3к (і, Я / 2 ,г) =  | /  д8к {і, г, г) Ыг є усе-

з крановими умовами 

Дцгігая1& г2 V  dr^Lk ^1к г=0

Д int ras2k Q*

2 к = o,
r = 0

0*,к (р. г>2) І*=і =  кк ■ и*к (р, г) (10)

Встановлюються умови параболічності 
системи за Петровським (Д^гоіі*. Оіпіга22к -  
В и й  га12к В іп іга21к >  0 )  [15 ].

реднене значення концентрації в-ї дифун­
дованої компоненти речовини в мікропорах 
частинки, зосередженої в точці г =  і ?/2  
для к-го шару мікропористих частинок, к =  
1,71+1.

Таким чином, отримуємо задачу (1)- 
(7), що полягає в знаходженні функцій 
Діп1;га8р,Л ^  Д )Д і^ ег8р,й Є Д? ДЄ Д  — 

{ ї /(* ,г ) :і /| Пкг Є С(Пкт),и  >  О}.
Функціонал-нев’язку [14,22], що визна­

чає величину відхилення шуканого розв’яз­
ку від його слідів, отриманих емпіричним 
шляхом на поверхнях 7&, запишемо у вигля­
ді

Js (Дігйегдр > ДігЛга3р) 
п+1 Т

7fc Є Qk,m  =  1 ,N  (8)

Де 2

2̂ (.'У к)

П rf2• întrollfc Jj.2
Д int r a21 к

Р  Дцгі ral2k \Qiu]
Г) d? т и int га22, (ir 2 Р. Qk.

Обмежений розв’язок задачі (9)-(10) на
[0,Я ] отримуємо у вигляді:

Яік (Р> г> г) =
c u n t ra  rr»int г о  і /—&11к 22 sh шіку/рг

д іп іг  a sh Ullk ^/pR
p in t  ra  p in t  ra  1 /—^12fc 21 Sh U)2ky/pr

sh W2k y/p R

sh ш1к у/рг 
sh u l k y/pR  

shw2kT/pr
Sh W2k y/p R

^ i n t  ra

pint ra Z7»int ra - l̂lfc 22 
Д  int ra ( i i )

f II ̂  (r> *) + &*(*>*) -̂ (*.̂ 11̂ ^
fc=l n

Фг*(Р>г>*) =
ciint ra Z?int ra 

21, 22
Д  int ra

=  /  p̂2d'Уk - квадрат норми. В 
1к

даному випадку |Міі2(7,)  =  И М ) І г =7)Ь-

shwifeV/pfl 
sh ч]2кЛ/р г  

sh ui2k y/pR

p in t  r a  p in t  r a  1 /—12̂  21 shCJjfcy^r
Aj,1*™ shwifcV^.R

p in t  r a  p in t  r a  1 /—■frllfc 2̂2 Sh U}2ky/pr
shW2k y /p R  .

K K ’ (12>

Побудова розв’язку задачі (1)-(6)

Внутрішньочастинковий масоперенос.
В припущенні, що задані та шукані функції 
є ориґіналами за Лапласом стосовно і, зо­
бражені за Лапласом [17] Для д*к (р, г, г) =  
Ь Ык] =  / 0°° дік (*, г,г) е~рі(ії, і =  1, 2, вико­
ристовуючи заміну д*к — і? ■ г~1 • <5^ та зво­
дячи задачу внутрішньо-частинкового пере­
носу до системи диференціальних рівнянь

З узагальненою теоремою про розвинен­
ня Гевісайда знаходимо оригінали розподі­
лів Язк =  тЯзнЛ =  ї^2 [17, 18]

Qik{^ r ẑ) =
І

І

Фік(* -  Т, г)

$ 2ik(t~T,  Г)

=  0

t

І

p in t  r a  p in t  7 ■̂11*. 22 
^ i n t  ra  

^ in t  r a ^ in t  ra

Aj^ it ra

h kU4 (T,z)dT^
p in t  r a  p in t  ra  

lx fc 22 
^ in t  ra

p in t  r a  p in t  ra1 . -C/m

x

^ in t  ra

r)

-  t , r)
x

(9)
Д

k2kU2k( T ,z ) )d T -  (13)
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Q2k(t ,V ,z )  =
t

/

t

- /

p in t  r a  p in t  ra  12ju 22
x

дЩ"га--- Ф іА;(І-Т, Г)
int r a  p in t  ra

R
kikUik(r, z)dr—
■"int r a  p in t  ra'12l. 21 /j. \

д і г і г а  Ф і А : ^  -  г ,  г )
^ in t  r a ^ in t  г  a

“ д ім ”  $2fc(^ -  т, г )

h kU2k( r , * ) ) d r ^

X

Д

Тут Ф, (t,* ) - компоненти функцій впли-

D l l fĉ 2 -  

(р +  К ік(р))

D 2ikj ^ -

D i2k $z2 h\2k (P)

^21* (p) D22k ̂ 2 - { p +  h*22k (p))
U i(p,z) O'
P l( p ,z \ 0

з краповими умовами:

д_
dz z = 0

=  0 ;

'K
u* D k+l

Z = lk

'Ulk+1
u*

. 2 fc + l .

=  0

= 0,
z = l k

ву концентрацій міжчастинкового просто- 
py Ujk (t , z) на внутрішньочастинковий пере­
нос; /Зг 2fe - корені характеристичного много­
члена матриці системи:

(• întmllfe- întro22fe -Dint ral2k -Djnt ro21fe ) ft
— (Antmllfe +  Antro22fc)p/32 + p 2 =  0 (14)

При відомих залежностях Ujk (t, z) роз­
поділи концентрацій в intraparticle space 
qjk (t, r, z) стають відомими.

Масоперенос в міжчастинково- 
му просторі. У зображені за Лапла­
сом для функцій Щк (р, z) =  L [Ujk] =
/о°° U3k (*, z) e Ptdt; j  =  172 одержуємо за­
дачу про побудову обмеженого в області 
розв’язку системи рівнянь [17]

к =  І, ще =  1, 2 (17) 

Загальним розв’язком системи (15) є:

и *аі (р, *) =  А8і (р) ( с и сЬ х*и г +  С3і сЬ 
и:к (р, £) =  А 3к (р) (С1к сЬ л ;ьг +  С2кзЬ\\кг)

+  А*к (С3к сЬ А ^  +  , (18)

Тут

АікІР) =  (Агг* -  А г ) - ^  -  (р +  Н*22к -  Н\2к) 

А 2к(р) =  (Л іи - Д , і ь)А £ - (р + Л ;1л (р )-Л 31л (р))

^і*.»^2*.» _ корені характеристичного
рівняння:

(■Оц*£>22* -  о 12кп 21к)\4

-  ((Опк +  И22к)р +  /іїк(р))Л2 +  /і2к(р) =  0;

Крайові та інтерфейсні умови (16), (17) 
дають систему рівнянь 4п +  2-го поряд­
ку для визначення невідомих констант 
Сіп Сзі> Сік, С2к, Сзк, С±к, к =  1,п  +  1 в (18).

Використовуючи підхід щодо визначення 
елементів матриці впливу Коші та методику 
праць [8, 18], вирази для обчислення компо­
нентів вектор-функцій и*к (р, z) зводяться до 
класичного вигляду

<Р, - )

Щі t(P>Z) 'H'nJP:') 
^■2lk{P ’ Z) ^22^ (P-

№  (р)1 (19)

(15)

d ,1 u ;i (j, , z) +  d „ i u; i (j>,z)̂

u ; „ M z ) l =l =  uitp)-, (16)

та системою n- інтерфейсних умов

Тут компоненти матриць впливу
- ієрархічної структури одер­

жуються рекурентним способом шляхом 
обчислення визначників алгебраїчної систе­
ми, побудованої на основі умов (16)-(17). 
Згідно методики описаної в [18,22], здійсню­
ється перехід до ориґіналів за Лапласом, 
заміною інтеґралу по контуру Бромвіча 
інтеґралом по уявній вісі
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=  і " 1 [ « « > , * ) ]  =
оо

\ ! Пе [Щк(ізіг)е18і]
о

г ^  — 1,2;к — 1,п +  1 (20)

З врахуванням одержаних головних 
розв’язків задачі (15)-(17) та формул (20), 
отримуємо єдиний розв’язок що описує 
масоперенос у міжчастинковому просторі:

і

/

[01. (<,*)■
[ с м м )

'П,ч Ч -  Т,Г) « , 2 , / * т, 2) [Уі, (т )1
т, :■) Щ  М СІ7

(2

Викладене вище дає підстави сформулюва­
ти наступну теорему.

Теорема (про розв’язність прямої 
крайової задачі): якщо виконується умова 
однозначної розв’язності неоднорідної змі­
шаної крайової задачі, задані і шукані фун­
кції є ориґіналами за Лапласом, то розв’язок 
змішаної крайової задачі (1)-(6) існує і єди­
ний та визначається формулами (13) і (21).

Пряма задача функціональної іденти­
фікації

З метою ідентифікації параметрів 
компетитивної дифузії (коефіцієнтів 
Апі™3т;Апіег3т) як функцій від часу, вико­
ристовуючи об ’ємну базу експерименталь­
них даних пошарового ІШМ-сканування 
[3,6], розглянемо трансформування задачі 
(1) - (6) у вигляді системи N  — 1 - крайо­
вих задач ідентифікації А п їт8т,А ^ ег8т в 
кожній точці 2  для кожного фрагмента 
іїт,т =  1,ІУ +  1 [3,9]:

Я) _  Аігіег3т д2

~ЄіпІЄТ т̂ -8

і2 з г 2
А га3т

В?
1 <ЖЗт

X  д Х
— М ■£2 а'

Х =1
(22

дм8т ( і , х , г )
СІЇ

з початковими умовами

с8т(і = о,г) = о, 
м 3т(і =  о , х , г )  =  о,

X  є (0,1), 2  є  Г2тіШ  = 1, -/V + 1, (24)

крайовими умовами для кожного т - г о  шару

5 =  1 ,2 , т  =  ЛГ +  1 , 2 , ^ +1 =  1. (26)

Крайові умови для окремої частинки

м3т (і,х = о,г) = о, 
(і,х = і,г) = с8т

де Д =  Ьт -  Ьт_і,т =  1, N  +  1, вт - експе­
риментальний слід, С8т (£) на т -м у  сегмен­
ті, Д0т  =  вт -  0т _і ,тп =  1, ІУ +  1.

Єдиний розв’язк Сзт і Л^т  прямої зада­
чі побудований операційним метод Гевісайда 
на основі теореми про розклад в ряд зобра­
жень за Лапласом за коренями знаменника

^ « , г  =  о) =  о,

2  Є — 1, N  -Ь 1 (27)

[17, 18].

Nsrr.it, Х , г )
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(29)

6interm S in  (/3/cnm ) fik•Tim
Де =  2,oo- корені відповідних
трансцендентних рівнянь:

2 (  о \ _  З AL A nt tra3i 
7.1 (р) _ D2 г)Cint егі -П' - înt ers 1 

/  6jnt е п  пі /О_t _/О і 1 1
-Р2 -  fictg/S +  і )  =

2 / _ З AZ/ Anttras
Л2

піг^ b t ^ p 2 _ p ctgp + 1  ̂ =
A L ’

п, 0, оо, /с =  1, оо, m — 2, N  +  1

г (2п — 1) cos ( ^ ^ 7rZ) т  =  1
/  0sms i n [ f | ( Z - L m_i)] \ 

п , \J, т  >  1
V sin [ £  (Lm -  Z)} )

Градієнтний метод розв’язування 
задач коефіцієнтної ідентифікації.
Розв’язок задач ідентифікації (23)-(27) зво­
диться до задачі оптимізації функціоналу- 
нев’язки поступово удосконалюючи розв’я­
зок шляхом спеціальної процедури регуля- 
ризації з використанням високоефективних 
градієнтних методів. Градієнтні методи в 
задах ідентифікації на основі середньоква- 
дратичного функціоналу-нев’язки знайшли 
своє практичне застосування в роботах 
Ж .-Л.Ліонса [20], пізніше цей підхід був 
розвинутий О.М.Аліфановим (розрахунок 
температурних полів літальних апара­
тів) [19], працях авторів (задачі гідромехані­
ки, фільтрації, дифузії і адсорбції та інш.) 
[3,10,12,13,22].

Використовуючи градієнтний метод мі­
німізації похибок для ідентифікації розпо­
ділів коефіцієнтів дифузії в intracrystallite

space Antrasm І intercrystallite space AnterSm ЯК 
функції від часу для s-ї дифундованої ком­
поненти, отримуємо регуляризаційні вирази 
п +  1-го кроку ідентифікації [9,21]:

(<) =  D\І пintrasn
W n

П і.A n t r a . S m  ( * )  Х

М,Sm

VJ£„
int ra3r (t) + VJ£«

int er8r
(t)

(t) =  -  v r Dlnunm (t) x

+  { x ) x =±NSjn ~  M SmJ
(*) + VJh „ , ... w | |

(30)

де JS(D interSm 1 Antra«m) модифікований
функціонал-нев’язки на поверхні 7s Є

Js ( AnterSm 5 Antrasm )
7

I J  (31)

(t), VJ\ (t) компонен­
ти градієнту функціоналу-нев’язки 
Js (AnterSmj AntraSm)) по функціях
nr1mterSm

J [V J "
n L0
МИ

D?1, {Ч
int raSm dt квадрат иор-

градієнту функціоналу-нев’язки
0 .„(г̂ ) = /с' х,г)лх.

Побудова розширеного функціона­
лу. Перейдемо до безумовної екстремальної 
форми розглядуваної задачі ідентифікації, 
вводячи розширений функціонал [19,20]

Ф (АпІ і Аі1ІГНЕГІІ ) =  «Тз IЗі +  І 82 1 (32)

в якому І81, І32 - складові, що враховують 
специфіку основних рівнянь балансу (22) і 
(23) відповідно для вихідної задачі іденти­
фікації (22)-(27):

*.1 = J  J  Фвт(і,г)х



__  A n t  e r s m  d 2 C a,
dt z2 , az2e ^  jdZdt (33)

e in term ^ Sm R у эх ) X = 1  /

T 1

=  I I J  * « . ( . t , Z ) x
0 0 Lm—1

] %  __  -P int r a am  ҐЛV,
% L _ , . ! L l V ”  \XdXdZdt (34)

де Js - функціонал-нев’язки, ф8т,фат,а - 12  
-  невідомі множники Лагранжа, що підля­
гають визначенню, з умови стаціонарності 
фуНКЦІОНалу Ф (Antersm ) Antrasm ) •

ДФ (Antersm 5 Antrasm ) =
A J S +  Д /81 +  A IS2 =  0, (35)

Постановка спряженої крайової за­
дачі. У відповідності з вихідною початково- 
крайовою задачею для кожного наближе­
ння Dn ,Dn РОЗВ’ЯЗОК Antra»,,, iAnter™intragni intergm  ̂ lllbldsm ? llibeiSm
отримуємо спряжену крайову задачу в one- 
раторній формі [9,22]:

£*4>Sm(t,X,Z) =  ESm(t)8(Z- 7то), 
Ф*т  Є (0 ,1 ) У ^ шТ, т  =  1,п +  1, (36)

л

~QX^S™ (^’ ^)\Х=0 =  (^?)

~ox'll}sm{ t , x , z )  |х=о =  (38)

X, Z)\x=l =(pSm(t,Z) (39)

Фзт (t» z  = Lm) = 0,(/>Sm_1 (t, Z  =  Lm_i) =  0;

фп (t,L1) = 0 , ^ ( t , Z  =  0) =  0

s =  1 ,2,m =  N  +  1,2 (40)

-X”» ^)|X=1 = ( Psm{t)Z) (41)

</>Sro ^  =  -^m) =  0,0sm_i ^  =  0;
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Фзі Ьі) =  0 , ^  (£, £  =  0) =  0

5 =  1,2 ,т — N  +  1,2
(42)

Єдиний розв’язок Ф8ТП. фат спряженої 
крайової задачі побудовано операційним ме­
тодом Гевісайда [17,18].

Технологія отримання аналіти­
чних виразів компонентів ґрадиента 
функціоналу-нев’язки. Розглядаючи С 
як оператор, що відображає Г2т г  в просторі 
1/2, ДЛЯ елементів £го, Ф Є Ь2 визначимо 
скалярний добуток

(£w,m( t ,X ,Z ) , V ,m(t ,X,Z))  =  
я  CAC,m4>,mXdXdZdt

^ т Т
ш  £ A Q ,mi>,mX d X d Z d t

0 ,R) U  f ImT

(43)

де Фзт (і, z )  і ф3т (£, X, г )  належить ПтТ і 
[0 ,і2 ]и ^ т Т  відповідно.

Для скалярного добутку має місце тото­
жність Лагранжа [19,21]:

( £ ш , „ ( і , л : , г ) , Ф , т ( і , л : , г ) )

=  (ь>Лп( і , х , г ) , Г 9 » . ( і , х , г ) )  (44)

Записавши приріст функціоналу- 
нев’язки Д Л (Апіегвт,Ап*а,т ) В ска­
лярній формі, використовуючи заміну 

=  £ -1£5т , де £ _1 - обернений операторWSm
до оператора £ , отримаємо

Д Js (A n t r a sm) A n t e r sm) —

(Wsm ( ^ l  ^ ) l ^ S m W )  =
Т LmJ j C~1X , „ l -E ,m( t)S (Z - lm)dZdT+

0 Lm— 1 
T Lm 1

I I I  С - ^ у Е ^ б  (Z -  lm) dXdZdr
0 Lm—l 0

+  О (max ІДС^, Д<2 sm і) ( « )

Нехтуючи нескінченно малими 
другого порядку, з врахуванням



£  и [Е/Ьпфй № -  7т)] =  Ф8т, отримаємо 
прирости функціоналу-нев’язки, виражено­
го через розв’язок спряженої задачі:

A.JS (Дпіегзт 5 Дпігаат ) —
( 6 „ ( 4 , 2 ) , £ - 1*[В .т ( і ) і ( 2 - 7га)]) =

(Ф»т ( < ,Х , г ) , { , „ ( ( ,Х ,2 ) )  (46)

де С~1* - оператор спряжений з оберне­
ним оператором £ _1, Ф5т - вектор розв’язку 
спряженої задачі.

Формула взаємозв’язку між прямою
і спряженою задачами. Розкриваючи в 
рівнянні (44) компоненти Х 3т(і, X , Z), отри­
муємо важливу формулу для встановлення 
взаємозв’язку між прямою і спряженою за­
дачами, що в кінцевому рахунку дає можли­
вість отримати явні аналітичні вирази ком­
понентів градієнту функціоналу-нев’язки:

A.JS(D[ігігаап ) Аігіегзт ) =

і 8т 
înt ЄГтA £ > in tra sm  _d_Q (f У ZdX^SmV'! ПХ=1R

+
Ф в т ( Ъ  X , Z )

Dintrasm
R2 X

(47)

Вирази градієнтів функціоналу- 
нев’язки. Продиференціювавши вирази 
приростів (45) відповідно по A D intT&sui і 
AMntersm і розкриваючи скалярні добутки, 
отримаємо шукані аналітичні вирази граді­
єнтів функціоналу-нев’язки за необхідними 
компонентами коефіцієнтів компетитивної 
дифузії, як функції від часу в intraparticle 
space та interparticle space відповідно:

VJjDintrasm Ю

L
eint erm

R I
Lm—1

1
+  R?

Lm— 1 0

VJDilltersm

J-'m

w = /
o2a

d Z 2
(f>sm{t,z )dz  (49)

Lm—1

Ідентифікація параметрів, числове мо­
делювання та аналіз

Відновлення профілів коефіцієнтів ди­
фузії. На рис. 1 та 2 подані ідентифіковані 
згідно регуляризаційних формул ідентифі­
кації за даними RNM-спектроскопії [6] роз­
поділи коефіцієнтів компетитивної дифузії 
бензолу та гексану, як функції від часу для 
різних положень координати товщини ша­
ру: б, 8, 10, 12, 14 мм. Криві коефіцієнтів 
дифузії мають псевдоекспоненційний хара­
ктер і змінюються в діапазоні від 7,0 до 5,0 
Е-12 Е-13. Для часу дифузії більше 125-150 
хв. спостерігається відносно стабільна кар­
тина масообміну, що супроводжується плав­
ним наближенням профілів коефіцієнтів ди­
фузії -Dint гаї k Д° значень, відповідних поло­
женням їх рівноваги.

(a) intrapaxticlle space (бензол)

ІОгг
14rr

З2 2 8
+  ) Q s ^ s mXdXdZ

д Х 2 Х д Х
(b) interparticlles space (бензол)

Рис. 1: Профілі коефіцієнтів дифузії бензолу
(48)
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Temps (mn)

(a) intraparticlle space (гексан)

Temps (mn)

(b) interpartic.lles space (гексан)

Рис. 2: Профілі коефіцієнтів дифузії гексану

Розподіли коефіцієнтів дифузії .Dint eri k 
мають більш пологий вигляд і змінюються 
в діапазоні від 6.0 Е-6 до 1.0 Е-6.

Концентрації і градієнти концентра­
цій в мікро- і нанопорах частинок. Рис. 
З демонструє результати моделювання кон­
центраційних кривих бензолу і гексану в 
intercrystallites space, за результатами іден­
тифікації коефіцієнтів дифузії (рис. 1 та рис. 
2)-

Графіки на рис. 4 та рис. 5 демонстру­
ють зміну градієнтів концентрації поглину­
тих компонентів адсорбату (бензолу і ге­
ксану) в мікро- і нанопорах intracrystallites 
space уздовж радіуса частинки (кристаліта). 
Рис. 4 показує зміну градієнтів концентра­
ції уздовж радіуса кристаліта для бензолу 
в intracrystallites space для двох координати 
товщини: 8 і 14 мм при дифузійних періодах 
в а - 1=  25 mn, b - 1=  50 mn, c - 1=100 mn, d -  
t=200, а рис. 5 - для гексану. Як видно з гра­
фіків, значні градієнти концентрацій мають

(а) бензол

Рис. 3: Розподіли концентрацій дифузії в просторі 
ііЛегсгузіаІШеБ від часу і різних положень каталіти­
чного шару

місце для частинок, розміщених в вихідних 
шарах (8 мм), значення яких на фінальній 
стадії дифузії досягають в центрі кристалі­
ту 0,8-0,9 одиниць. Для гексану (рис.5), спо­
стерігається менша ступінь поглинання. Так 
для частинок вихідного шару (8 мм) значен­
ня концентрації на фінальній стадії дифузії 
досягає 0,3 - 0,1 одиниці (в центрі кристалі­
ту).

Висновки

Реалізовано моделі ідентифікації параме­
трів компетитивної дифузії в неоднорідних 
середовищах нанопористих частинок з об­
ґрунтуванням постановок та розв’язання 
прямої та спряженої крайових задач. Опе­
раційним методом Гевісайда отримані їх то­
чні аналітичні розв’язки. На підставі тео­
рії оптимального управління станом бага­
токомпонентних систем і зазначених висо-
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X
(а) бензол (14мм)

QtXZ

X
(b) бензол(8мм)

Рис. 4: Розподіли градієнтів концентрації дифузії 
уздовж радіусу частинки для бензолу

кошвидкісних аналітичних розв’язків пря­
мих і спряжених задач отримано явні ви­
рази градієнтів функціоналів-нев’язок для 
ідентифікації параметрів нанопористих се­
редовищ, при допомозі яких відновлено роз­
поділи коефіцієнтів дифузії в просторах 
intercrystallytes space і intracrystallytes space 
як функцій від часу для різних положень 
частинок вздовж шару каталізатора та по­
будовано розподіли концентрацій дифундо­
ваних компонент.
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