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An overview of the ideas and achievements research originated from the system 
analysis of the Taylor series application if considered. It was shown the importance 
of system analysis in research of the image signals and systems. Mentioned line of 
research, based on the Taylor series of properties improve numerical methods of 
differentiation and integration of spreadsheet functions. 
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Наведено огляд ідей і здобутків деяких напрямків проведення досліджень, 
що зародились із системного аналізу різних аспектів ряду Тейлора. Як підсу-
мок наведеного стислого розгляду зародження і здобутку двох оригінальних 
напрямків досліджень: лінійних зображень сиґналів і систем та чисельних ме-
тодів підкреслено суттєву роль системного аналізу в формуванні нових науко-
вих напрямків. 

Ключові слова: системний аналіз; ряд Тейлора; лінійні зображення 
сиґналів і систем; чисельні методи; чисельніе інтеґрування; інтеґрали Фур'є; 
інваріантність характеристик; стаціонарність процесу; оператор Беселя. 

Загально признана парадигма класичної науки базується на конце-
пції коливання як суперпозиції гармонік, математичним апаратом її є 
різні варіанти перетворення Фур'є, в т.ч. так званий спектральний роз-
клад випадкових процесів, тобто подання їх у вигляді сум чи інтеґралів 
гармонік з випадковими мірами. Ця обставина має свої корені в факті 
сталості в часі характеристик досліджуваних об'єктів. Математики в 
цьому разі говорять про інваріантність (від лат. invarians – незмінний) 
характеристик або стаціонарність (від лат. stationarious – непорушний) 
об'єктів чи процесів. Формально записують цей факт як інваріантність 
цих характеристик щодо оператора U

s
 часового зсуву, такого, що U

s
x(t) 

= x(t + s). Пов'язання його з гармоніками стає зрозуміле з очевидного 

співвідношення U
s
e

it
 = e

i(t + s)
 = e

is
e

it
, коли трактувати e

it
 як власну 

функцію його, яка відповідає власному значенню e
is

 при всякому фік-
сованому s, і пригадати формули Ойлєра, що виражають синуси й ко-
синуси через експоненту, та вирази інтеґралів Фур'є. 

Точніше для цієї мети цей факт доцільно трактувати так: e
is

 при фі-
ксованому значенні параметра s оператора U

s
 є значенням гармоніки 
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e
i частоти , а крапка "" тут є позначенням місця на значення її арґу-

менту, тобто як U
s
e

i = e
is
e

i (у певних дослідженнях математики 

вживають такі позначення: функція f() приймає значення f(t) при зна-

ченні арґументу t). А в силу співвідношення / it itd dt e i e    ця експо-

нента, що є ядром інтеґрального перетворення Фур'є, водночас є вла-
сною функцією оператора d/dt. Звідси проглядається ідея узагальнен-
ня – перенести цей факт на випадки, коли замість гармоніки поставити 

іншу функцію (t, ) з параметром , що є власною функцією іншого, 
ніж диференціювання d/dt, порідного оператора L. 

Ж. Дельзарт [15] за такий порідний оператор брав дещо змодифіко-
ваний оператор Беселя з вимоги, щоб в нулі власні функції його мали 
значення, рівні 1. Таким чином він запровадив так звані оператори уза-
гальненого зсуву (ОУЗ) T. У пізніших застосуваннях цієї ідеї [3, 6] за 
порідний взято оператор Штурма-Ліувіля і за прикладом, що випливає 
з ідеї Дельзарта, відповідний ОУЗ означено формально виразом T

s
 = 

(s, L) через власну функцію порідного оператора: L(s, L) = (t, ). 
Ідея Дельзарта опирається на факт, що загальновідому (від публі-

кації 1715 р.) формулу ряду Тейлора 
( )

0

0

0

( )
( ) ( )

!

k
k

k

f x
f x x x

k





   

в термінах операторів зсуву U та диференціювання D = d/dt подається як 

o

( ) ( ) ( )( )
!

k
s k

k N

s
f t s U f t D f t

k

    , 

де No – множина натуральних чисел або з використанням отриманого з 

цієї ж функції розкладу в ряд експоненти 
o

!

k
x

k N

x
e

k

   маємо стисло як 

( ) ( )s sDU f t e f t , а тоді сам оператор зсуву s sDU e , що є виразом його 

через власну функцію порідного оператора D, позаяк Det
 = et

. 
Пошуки можливостей вироблення засобів аналізу сиґналів і систем 

зі змінними в часі характеристиками почались з об'єднання стаціонар-
них сиґналів та інваріантних операторів в один клас – інваріантний, ха-
рактеризований оператором зсуву U. Апарат аналізу цього класу тво-
рять гармоніки, перетворення Фур'є і визначувана оператором U згорт-
ка. Виходячи з цього факту і беручи за зразок інваріантний клас, вини-
кла ідея виокремити інші аналогічні, але вже класи варіантності, інакше 
T-класи, характеризовані іншою трійкою: порідний оператор, його вла-
сні функції і оператор узагальненого зсуву (для кожного з класів – сво-
єю). Оскільки однією із найважливіших властивостей перетворення 

Фур'є є так звана теорема згортки: добуток образів Фур'є X(, Y() ча-
сових функцій x(t), y(t) дорівнює образові згортки їх, яку дає вираз 
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(x*y)(t) = x(t – s)y(s)ds. Або з використанням оператора зсуву (x*y)(t) = 

 sU x(t)y(s)ds, де  – символ ермітового спряження. 

І тут свого часу постала проблема: а як бути у тому разі, коли сиґ-
нали та перетворювачі їх мають змінні в часі, тобто не інваріантні, ха-
рактеристики. Цю проблему подолано саме в Фізико-механічному ін-
ституті (ФМІ, тоді ще Інституті машинознавства та автоматики АН 
УРСР), пріоритет того засвідчує стаття [4], а історія тут така: другий з 
авторів її мав завдання – вивчити можливості використання функцій 
Беселя (чи, як тоді казали, беселоїд) замість синусоїд у задачах пере-
творення й опрацювання даних, що його поставив йому третій автор 
тоді – керівник відділу, в якому вони працювали. У пошуках потрібного 
матеріалу в математичній літературі перший автор наткнувся на публі-
кацію Ж. Дельзарта [15]. Його ідея – узагальнення зсуву, виходячи з 
ряду Тейлора, стали підставою розроблення математичних засобів 
аналізу систем зі змінними параметрами і нестаціонарних випадкових 
процесів – моделей сиґналів та запровадження означуваних відповід-
ними операторами узагальненого зсуву T-класів (від франц. 
transmutation – зсув зі зміною) кожен такий оператор для свого класу.  

Отримані результати зібрані у статтях [3, 6] та в монографії [5] і 
знайшли визнання в Мінську, Москві та Красноярську. А з початком 
комп'ютерної ери розроблено відповідно аналогічні засоби для дискре-
тного часу систематизовано викладені в монографії [13], відповідаль-
ним редактором якої був Б.О. Попов – один із піонерів цієї ери в ФМІ і 
не тільки. 

Відгалуженням від теорії T-класів, яке започатковане теж у ФМІ, є 
клас періодично корельованих (і споріднених із ними) випадкових про-
цесів і відповідних перетворювачів, що відповідає потребі аналізу рит-
міки головно природних процесів [1, 7, 8, 9]. 

Як підкреслено у статті [12], досвід розгляду водночас закономірно-
стей часової зміни характеристик сиґналів і систем – лінійних перетво-
рювачів і виокремлення класів їх за допомогою розвитку ідей Ж. Дель-
зарта – використати концепцію оператора узагальненого зсуву (ОУЗ) 
пригодився і при розробленні формального апарату аналізу стохасти-
чних коливань періодично корельованими випадковими процесами 
(ПКВП) – математичними моделями ритміки і пов'язання її з періодич-
ними системами. Подання такого оператора A(t) через інваріантні Ak, 

k , де  – множина цілих чисел, за допомогою операторного ряду 
Фур'є  

( ) , ( ) ( )ik

k

k

A t e A A t T A t



    

через гармоніки з частотами, кратними до базової T  2  – тут пері-

од змінного оператора, безпосередньо приводить до подання лінійного 
ПКВП 
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( ) ( )ik

k

k

t e t



    

через стаціонарні компоненти ( ) ( ),   kt A t k Z , де (t) – білий шум. 

Тоді кожна компонента його яко лінійний перетвір цього шуму інваріан-
тним оператором, є стаціонарним випадковим процесом, а різні компо-
ненти є стаціонарно пов'язаними. За відомою аналогією з теорії стаці-
онарних випадкових процесів таке подання ПКВП має бути справедли-
вим не тільки для лінійного ПКВП, але й у загальному випадку [8]. 
Звідси вже постає можливість розробити не тільки всю теорію ритміки 
в термінах моделі її у вигляді ПКВП, але й статистичні методи опрацю-
вання даних, опираючись на відповідні факти теорії стаціонарних про-
цесів та загалом – інваріантного класу. 

Певні підсумки (головним чином методологічні з погляду системного 
аналізу) всіх цих досліджень зібрані  у посібнику [10] та монографії [11], 
що є новішою переробленою і доповненою версією його. 

Інший напрямок досліджень, що коріниться у властивостях ряду 
Тейлора, є чисельні методи диференціювання та інтегрування таблич-
них функцій [2]. Він заснований проф. Р.В. Фільцом з колегами [14] і 
ґрунтується на факті, що послідовність 1, x, x

2
, …. степенів є повною і 

вони творять базис у функційному просторі 2L
 з мірою , а також дає 

можливість використати апарат теорії матриць – тієї, за словами Р. 
Белмана, арифметики вищої математики. 

Підсумок. Наведений у доповіді матеріал засвідчує джерело двох 
напрямків дослідження і креативність людської думки, закладеної і 
прихованої до пори в давніх наукових здобутках, а вданому разі у ві-
домому вже майже 300 років ряді Тейлора, вартісність її для розвою 
науки і заодно конечність і неминучість всебічного і кожен раз поновно-
го з залученням нових знань і засобів системного аналізу ситуації в 
даній предметній області (і не тільки в ній) для обґрунтування форма-
льних засобів і методів (у наш час – головно математичних моделей і 
алгоритмів) розв'язання наукових задач. 

А наукову думку один із фундаторів системного аналізу, перший 
президент Української академії наук В. Вернадський окреслив як пла-
нетне явище. А як автор концепції ноосфери потребу всебічного нев-
пинного аналізу мотивує тим, що "система науки, взята в цілому, зав-
жди є з логічно-критичного погляду не досконалою… Вона повна пос-
тійних змін, виправлень і суперечностей". 

Отже, двома різними прикладами проілюстровано креативну систе-
му ряду Тейлора, що його називають часто однією з основ класичної 
математички. Також наведено огляд ідей і здобутків деяких напрямків 
проведення досліджень, що зародились із системного аналізу різних 
аспектів ряду Тейлора. 
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