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Abstract. The results of investigations of most sensitive vibration based characteristics of 
fatigue type damage are presented. The characteristics of damage under consideration were 
damping and parameters of non-linear effects caused by the change of elastic body stiffness at 
the instant of crack opening-closure. A closing crack causes the dynamic behaviour of 
vibrating system to be significantly non-linear. Numerical and experimental investigations of 
forced vibrations of beams with a closing crack have demonstrated that the main distinctive 
features of such a vibration system are the manifestation of effects associated with non-
linearity, namely the presence of sub- and super-harmonic resonances and significant non-
linearity of the vibration responses (displacement, acceleration, strain) at sub- and super-
resonances. The sensitivity of these non-linear effects to the crack presence exceeds many 
times (one or even two orders of magnitude) the sensitivity of natural frequencies and mode 
shapes, as well as the sensitivity of non-linear effects at resonance. This opens up the good 
prospect of using sub- and super-resonance regimes for the diagnosis of fatigue cracks. 

 

Интерес к изучению колебаний упругих тел при наличии повреждений типа 
трещин усталости обусловлен, с одной стороны, необходимостью оценки возможного 
изменения вибрационного состояния элементов конструкций в процессе их длительной 
эксплуатации, а с другой – необходимостью разработки чувствительных вибрационных 
методов выявления таких повреждений. Вибродиагностика перспективна в случаях, 
когда повреждение обусловливает изменение жесткости тела, что в свою очередь 
приводит к изменению собственных частот и форм колебаний упругих тел. Поэтому 
развитие методов вибродиагностики повреждений начиналось с попыток использовать 
изменение собственных частот и форм колебаний для выявления повреждений [1]. 
Однако оказалось, что чувствительность этих методов к наличию повреждения 
является низкой, поэтому в настоящее время продолжается процесс разработки более 

чувствительных вибрационных 
методов диагностики. К таким при 
определенных условиях можно 
отнести так называемые нелиней-
ные эффекты (субгармонические 
и супергармонические резонансы 
и нелинейные искажения вибра-
ционного отклика системы при 
основном и нелинейных резо-
нансах) [2-11] и характеристики 
демпфирования колебаний  
[12, 13].  

При циклическом деформи-
ровании упругого тела с 
периодически закрывающейся 
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Рис. 1 Модель упругого тела с закрываю-
щейся трещиной 
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трещиной (такая трещина представляет собой идеализированное представление 
трещины усталости) изменение его жесткости можно представить в виде 
несимметричной кусочно-линейной характеристики восста-навливающей силы (рис. 1). 
Колебательная система с такой характеристикой является существенно нелинейной и 
характерной особенностью ее колебаний является проявление нелинейных эффектов.  

Периодическое изменение жесткости механической системы создает ряд 
фундаментальных трудностей аналитического решения задачи о ее вынужденных 
колебаниях. Приближенные аналитические решения были получены в ряде работ [2, 4, 
6] при некоторых упрощающих предположениях о свойствах колебательной системы. 

Вынужденные колебания систем с кусочно-линейной характеристикой 
восстанавливающей силы исследовали С.Маезава [2], Б.И.Крюков [3], С.Л.Цыфанский 
с коллегами [4], Н.П.Плахтиенко [5], Н. Пуньо с коллегами [6] и другие. Однако в этих 
работах не учитывалось то обстоятельство, что трещина усталости при определенных 
условиях может существенно изменить уровень демпфирования в системе [12-15]. В то 
же время, как известно, демпфирование оказывает существенное влияние на 
нелинейные эффекты, подавляя их проявление. Следовательно, при исследовании 
взаимосвязи между параметрами повреждения и параметрами нелинейных эффектов 
необходимо учитывать изменение уровня демпфирования в системе вследствие 
возникновения и роста трещины.  

 
Влияние параметров трещины на характеристики демпфирования 
колебаний упругих тел 
Закономерности рассеяния энергии в краевой трещине усталости были 

установлены по результатам испытания призматических образцов из различных 
материалов при изгибных колебаниях по первой форме с различной асимметрией цикла 
[17]. Экспериментальные исследования проводились на специализированной установке 
для определения конструкционного демпфирования КД-1М [7].  

В результате экспериментальных исследований было установлено, что основная 
причина рассеяния энергии в нераспротраняющейся краевой трещине нормального 
отрыва – пластические и упруго-пластические деформации в окрестности ее вершины, 
а также, что эта энергия является функцией номинального размаха коэффициента 
интенсивности напряжений (∆K I) и удовлетворительно описывается следующей 
зависимостью [14] 
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Эта зависимость показана на 
рис. 2 сплошной линией, а 
результаты эксперимента при 
различной относительной глубине 
трещины a/h (a – глубина трещины, h 
– высота поперечного сечения) и 
асимметрии цикла (r) – точками.  

Были выявлены также два 
ключевых фактора, определяющих 
влияние трещины на характеристику 
демпфирования [16]. Первый фактор 
– исходный уровень демпфирования. 
Чем он ниже, тем значительнее 
характеристика демпфирования 
колебаний реагирует на 
возникновение трещины. Второй 
фактор – уровень напряженности 
сечения с трещиной. Чем этот 
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Рис. 2. Зависимости энергии, 
рассеян-ной в трещине, от размаха 
КИН при различной асимметри цикла 
колебаний образца из сплава ВТ-18У 
при различной глубине трещины 
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уровень выше, тем более заметные изменения характеристики демпфирования 
вызывает трещина. Вследствие этого, если трещина находится в узле напряжений 
соответствующей формы колебаний декремент этой формы колебаний не изменяется и 
выявить трещину по изменению характеристики демпфи-рования не представляется 
возможным. 

 
Моделирование колебаний упругих тел с трещиной 
Закономерности рассеяния энергии в трещине были использованы в дискретной 

модели упругого тела с повреждением типа закрывающейся трещины (см. рис. 1). 
Влияние трещины на жесткость упругого тела моделировалось несимметричной 
кусочно-линейной характеристикой восстанавливающей силы. Вынужденные 
колебания системы с одной степенью свободы описываются дифференциальным 
уравнением вида 
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2
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где αm − коэффициент демпфирования; ω − собственная угловая частота колебаний 
тела без повреждения; q0 − амплитуда вынуждающей силы, приходящаяся на единицу 
обобщенной массы; C – обобщенная жесткость системы, моделирующей тело без 
трещины или на полуцикле колебаний, когда трещина закрыта; R(x) − 
восстанавливающая сила, уравнения которой имеют вид: 
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где Cо – жесткость системы на полуцикле колебаний, когда трещина открыта.   
Точное аналитическое решение уравнения (2) возможно получить лишь для 

некоторых частных случаев, например, для случая свободных колебаний 
рассматриваемой системы без учета демпфирования или с учетом линейного вязкого 
трения. Так для случая вынужденных колебаний системы с учетом демпфирования 
были получены приближенные аналитические решения [9] в предположении о малом 
уровне ее нелинейности. В настоящей работе решение уравнения (2) было выполнено 
численно методом Ньюмарка, который не накладывает ограничений на уровень 
нелинейности колебательной системы и позволяет получать решения высокой точности 
[17]. 

Спектральный анализ колебаний исследуемой системы осуществлялся с помощью 
ряда Фурье вида: 
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Результаты численных и экспериментальных исследований 
Исследования вынужденных колебаний дискретной модели тела с закрывающейся 

трещиной в широком диапазоне частот показали, что для нее характерно 
возникновение суб- и супергармонических резонансов. По мере роста уровня 
демпфирования в системе их амплитуды падают. При очень высоком уровне 
демпфирования эти режимы колебаний полностью подавляются и в первую очередь – 
субгармонический и нечетные суперрезонансы [18]. 

Амплитуды нелинейных резонансов (в частности, супергармонических резонансов 
порядка 2/1, 3/1, 4/1 и 5/1 и субгаромнического резонанса порядка 1/2) не превышают 
1% от амплитуды основного резонанса (рис. 3), что делает проблематичным их 
обнаружение по изменению амплитуды колебаний. Различие между амплитудами 
основного и нелинейных резонансов снижается по мере увеличения степени 
повреждения и при увеличении уровня демпфирования колебаний в системе, однако 
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остается значительным. Декремент колебаний δα на рисунках характеризует уровень 
демпфирования в системе. 

Возможность возбуждения точных резонансов и, следовательно, возможность 
практического использования нелинейных эффектов в качестве диагностических 
признаков повреждения определяется шириной резонансных кривых. Как известно, в 
случае острого резонанса необходима высокая дискретность изменения частоты 
вынуждающей силы для точного определения параметров резонансной кривой. 
Ширина резонансных кривых при основном и субгармоническом резонансах 
практически сопоставимы. В случае супергармонического резонанса второго порядка 
ширина АЧХ в 2…40 раз меньше, чем при основном резонансе. Таким образом, 
возбудить точный супергармонический резонанс второго порядка значительно 
сложнее, чем основной резонанс или субгармонический резонанс порядка 1/2.  
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Рис. 3. Зависимость коэффициента динамичности колебательной системы с одной 

степенью свободы от относительной частоты вынуждающей силы при Co/C=0,913 и 
δα=0,5% 

 
Характерная особенность колебаний при нелинейных резонансах – это их 

существенное искажение по сравнению с колебаниями неповрежденной системы. 
Степень этого искажения может быть использована как признак повреждения. Если мы 
выполним спектральный анализ колебаний при нелинейных резонансах, то обнаружим 
наличие гармоники, амплитуда которой будет сопоставима с амплитудой основной 
гармоники. Мы назвали эту гармонику доминирующей. Именно она является 
ответственной за существенное искажение колебательных процессов при нелинейных 
резонансах. 

На рис. 4 показаны зависимости относительных амплитуд доминирующих 
гармоник от размеров трещины при субрезонансе и суперрезонансах второго и третьего 
порядка. Как видно, при субрезонансе имеет место некая мертвая зона, в которой 
субрезонанс не возбуждается вообще. Например, при уровнях демпфирования δα=0,5 и 
5,0% субгармонический режим колебаний не способен выявить трещины площадью до 
3% и до 28% сечения, соответственно. При дальнейшем росте трещины этот режим 
показывает высокую чувствительность к наличию трещины. Рост признака 
повреждения при суперрезонансах менее интенсивен, но он наблюдается, начиная с 
наименьших значений трещины. Интенсивность изменения признака повреждения в 
области малых трещин при супергармоническом резонансе второго порядка при малом 
уровне демпфирования является достаточно значительным для практического 
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использования. Рост демпфирования на порядок подавляет чувствительность всех 
представленных диагностических признаков к наличию повреждения в 1,5…3 раза.  

Оценка эффективности использования характеристик нелинейности и 
демпфирования колебаний для диагностики усталостного повреждения была 
выполнена на примере лопаток первой ступени компрессора низкого давления 
авиационного газотурбинного двигателя, которые изготавливаются из 
низкодемпфирующего титанового сплава ВТ-3-1. В качестве вибрационных 
характеристик повреждения рассматривались изменение логарифмического декремента 
колебаний и вторая гармоника спектра процессов деформации и ускорения при 
основном и супергамоническом резонансах.  
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Рис. 4. Влияние размеров трещины на амплитуды доминирующих гармоник при 

нелинейных резонансах различных порядков 
 
Определение логарифмического декремента колебаний лопаток и оценка 

нелинейных искажений процессов деформации и ускорения при основном и 
супергармоническом порядка 2/1 резонансных колебаниях по первой форме были 
выполнены экспериментально на установке КД-1М.  

Размеры поверхностных трещин в испытанных лопатках приведены в табл., где  
2с – длина трещины на поверхности; а – глубина трещины; Sс – площадь трещины;  
S – площадь поперечного сечения с трещиной; fc и f – резонансные частоты первой 
формы изгибных колебаний лопатки, соответственно. В скобках показаны расчетные 
значения размеров трещин и характеристик повреждения. Лопатка № 1 разрушена не 
была, поэтому глубина и относительная площадь трещины Sт/S являются расчетными. 
Лопатка № 2 после достижения трещиной длины на поверхности 7,5 мм была нагрета 
до 800°C для маркирования трещины, после чего лопатка была разрушена в результате 
циклического деформирования, что дало возможность достоверно определить глубину 
и площадь трещины.  

Таблица 
Результаты испытания лопаток первой ступени компрессора низкого давления 

газотурбинного двигателя (σmax=2 МПа) 

№
 

ло
па
тк
и 

2c, 
мм 

a, 
мм 

Sс /S fс /f 

A2/A1 

Основной 
резонанс 

Супергармони-
ческий резонанс 

деформ. ускор. деформ. ускор. 
1 9,7 (1,8) (0,12) 0,9937 0,004 0,024 2,09 4,31 
2 (1,3) (0,3) (0,002) 0,9995 - - (0,27) (0,71) 
 7,5 1,8 0,063 0,9978 - 0,013 1,71 - 
 
Как видно из рис. 5, логарифмический декремент колебаний лопатки № 1 при 

возникновении в ней трещины возрос в 2,2-1,7 раза, а лопатки № 2 – в 2,4-2.3 раза. 
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Причем больший рост логарифмического декремента колебаний наблюдается при 
меньших амплитудах напряжений, то есть чувствительность этой характеристики тем 
выше, чем ниже амплитуда колебаний. Как было показано выше, чувствительность 
характеристики демпфирования существенно зависит от исходного уровня 
демпфирования колебаний исследуемого объекта: чем ниже этот уровень, тем выше 
чувствительность характеристики демпфирования колебаний к повреждению типа 
трещины усталости. В рассматриваемом случае исходный уровень демпфирования 
колебаний лопаток был низким, так как они изготовлены из низкодемпфирующего 
сплава, что и обусловило значительный рост ее характеристики демпфирования при 
возникновении трещины. 

0 5 10 15 20 25
0,04

0,08

0,12

0,16

0,20

δ, %

- 2c=0
- 2c=9,7 мм

δ, %

(а)                 σ
max

, MПа

 

 

 

 

6 8 10 12 14 16 18 20
0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

0,14

0,16

- 2c=0
- 2c=1,3 мм
- 2c=7,5 мм

(б)                 σ
max

, MПа

 

 

 

Рис. 5. Амплитудные зависимости логарифмического декремента колебаний
 

Рис. 5. Амплитудные зависимости логарифмического декремента колебаний 
лопатки № 1 (а) и № 2 (б) с трещинами различных размеров (точки и сплошные линии - 
результаты эксперимента; штриховая линия - результаты расчета в предпо-ложении 
2c=1,3 мм и a=0,3 мм; штрих-пунктирная линия - результаты расчета для трещины 
2c=7,5 мм и a=1,8 мм) 

 
При испытаниях лопатки № 2 в момент зарождения трещины был зафиксирован 

рост логарифмического декремента колебаний на 8,8-17,2%. Расчетные размеры 
трещины, которая могла обусловить указанный выше рост декремента колебаний, 
составили: 2c=1,3 мм и a=0,3 мм (см. табл.), то есть характеристика демпфирования в 
данном случае способна реагировать на возникновение трещины усталости, площадь 
которой составляет всего 0,2% площади поперечного сечения лопатки, увеличивая 
характеристику демпфирования колебаний на 15-20%. Трещина площадью в 6% 
сечения в данном случае увеличивает декремент колебаний более чем в 2 раза. 

Нелинейные искажения колебательных процессов при испытаниях лопаток при 
основном и супергармоническом резонансах характеризовались относительными 
амплитудами второй гармоники в спектре колебательных процессов деформации и 
ускорения. Результаты проведенных испытаний приведены в табл. (в скобках показаны 
результаты оценочных расчетов).  

При прочих равных условиях суперрезонанс второго порядка показывает 
несколько более высокую чувствительность к наличию трещин, чем характеристика 
демпфирования. Та же трещина площадью 0,2% вызывает относительное увеличение 
амплитуды доминирующей гармоники в спектре ускорения при суперрезонансных 
колебаниях до 71%. Изменение собственной частоты колебаний лопатки в этом случае 
не превышало 0,05%. 

Испытания лопаток, выполненные при низком уровне амплитуды максимальных 
напряжений, показали высокую чувствительность степени нелинейных искажений 
процессов деформации и ускорения к наличию трещины при супергармоническом 
резонансе, которая превышает чувствительность нелинейных эффектов к повреждению 
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при колебаниях в режиме основного резонанса до двух порядков. При этом нелинейные 
искажения процесса ускорения оказались в несколько раз выше аналогичных 
искажений процесса деформации.  

 

Выводы 
По результатам экспериментальных и аналитических исследований упругих 

колебательных систем с повреждениями типа трещины усталости показано, что при 
определенных условиях уровень нелинейных искажений колебательных процессов при 
нелинейных резонансах и изменение характеристик демпфирования колебаний имеют 
достаточно высокую чувствительность для диагностики докритического усталостного 
повреждения элементов конструкций. 
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