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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ 
ДИФУЗІЙНОГО ПЕРЕНОСУ В НЕОДНОРІДНИХ 

НАПІВОБМЕЖЕНИХ ПЛОСКИХ МАГНІТНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 
 

Резюме. Методом інтеґральних перетворень Фур’є з n-точками спряження побудовано 

математичну модель процесів дифузійного переносу в багатошарових магнітних напівобмежених 

середовищах. Знайдено точний розв`язок такої задачі шляхом побудови головних розв`язків – 

фундаментальних функцій Коші і Гріна. Досліджено умови їх збіжності. Здійснено моделювання 

дифузійного пeреносу та проведено адекватність моделі за результатами натуpних експериментів. 

Ключові слова: математичне моделювання, нестаціонарні процеси, дифузійні процеси. 

 
N. Babij, O. Petryk, M. Petryk 

 

MATHEMATICAL MODELING OF DYNAMIC PROCESSES OF 
DIFFUSION MASSTRANSFER IN HETEROGENEOUS HALFLIMITED 

FLAT MAGNETIC MEDIUMS 
 

The summary. Mathematical model of diffusion mathtransfer in multilayer magnetic halflimited medium 

with use of n-conjuction points Fouirer transformation has been built. The analitycal olution of such problem 

according to Couchy and Green function has been found for the first time. The conditions of convergence. 

Mathematical modeling of diffusion masstransfer and adequacy check has been done.  

Key words: mathematical modeling, nonstationary procceses, duffiosion.  

 
Вступ. Процеси дифузійного масопереносу, що протікають у багатоскладових 

магнітних середовищах складної конфігурації, визначаються неоднорідними фізичними 
властивостями та наявністю градієнтів маси. Вони можуть мати сильновиражений 
нестаціонарний характер (перехідні процеси формування багатошарових 
нанокомпозитів) під дією високотемпературних і електромагнітних полів середовищ, 
робочих областей [1–2]. Як показують результати нанофізичних експериментів щодо 
формування багатошарових магнітних наноплівок, проведених у лабораторії фізики 
матеріалів Руанського університету (Франція), концентраційні розподіли дифундованих 
у наношарах компонентів мають значну неоднорідність властивостей уздовж напряму 
переносу по товщині пласту [3, 4 ]. 

Розглянемо задачу дифузійного переносу в неоднорідному магнітному 
середовищі двовимірної області. 
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Рисунок 1. Результати натурних експериметів неоднорідного масопереносу в магнентних мультшарових 
Dy/Fe – наноструктурах 

 
Метою дослідження є побудова математичної моделі динамічного дифузійного 

переносу в багатошаровому магнітному середовищі, побудова аналітичних розв’язків 
моделі та виконання чисельного моделювання отриманих розподілів концентрацій для 
Fe/Dy-мультикомпонентних середовищ.  

Математична постановка задачі. З урахуванням отриманого в [1–5] 
диференціального рівняння переносу сформулюємо крайову задачу дифузії з 
урахуванням неоднорідностей властивостей уздовж напряму переносу: побудувати 
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 Схема алґоритму побудови розв’язку. Якщо застосувати до задачі (1)–(8) 
скінченне інтеґральне Sin-перетворення Фур’є, визначене інтеґральними олераторами 
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то отримаємо нову крайову задачу: побудувати в області 

( )








∞=>= +

+

=
− 1

1

1

11 ,, ,0   t:, n

n

k

kk lllzєztD U  обмежений розв’язок системи рівнянь 

2 2 2
22 2 2 2

1 12 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )i i

i i i k

km km km
m mi x i km z km

U t z U U t z
b D b U t z D F t z

t z t z
λ ν λ ν

∂ ∂ ∂∂  + + + = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (12) 

де 2
1 10 1( , ) ( , ) ( , )

i i i k ikm x m kmF t z D g t z f t z
t

ν λ ν
∂ = + + ∂ 

, 

з початковими умовами  

. 

, 



 
ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО НАЦІОНАЛЬНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2011. Том 16. № 2 
 

 
 
 

190 

10

2
( , ) ( ) (0, )

(2 1) k

i
km Ekm

h
t z z U zgU

mτ π=
= ≡

−
;      (13) 

( )
2

2 2
0 02

(0, )2 2
( , ) ( , ) (0, )

(2 1) (2 1)
k

i k i k

Ei i i ii i
t t i m km t z km t t m t E

U zh h
b U t z D U t z U z

t z m t m
ξ η λ ξ λ η= =

∂  ∂ ∂ + + = + + +  ∂ − ∂ −   
  (14) 

крайовими умовами по змінній координаті z 

0 1 11 0 0

2
( , ) ( , ) ( , )

(2 1)m

i
m z l E E

h
U t z U t l U t l

m π= = ≡
−

      (15) 

1 0n
z

U

z

+
=∞

∂
=

∂
  

 
та умовами спряження 

1,( , ) ( , ) 0;
kkm k m z lU t z U t z+ = − =   1,

1

0;
k

k mkm k
z l

k

UU

z z

ρ
ρ

+
=

+

∂ ∂
− = ∂ ∂ 

   (16) 

Застосуємо до задачі (12)–(16) інтеґральне перетворення Фур’є з n-точками 
спряження для напівобмеженої неоднорідної області, визначене такими інтеґральними 
операторами [1, 2, 6]: 
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В результаті отримуємо задачу Коші 
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β  – власні числа інтеґрального перетворення; 

в) kσ  – вагова функція, що визначається за правилом 
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Розв’язком задачі Коші (20)–(23) є: 
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де )( τ−tK  – фундаментальна функція Коші, яка будується у вигляді [2] 

. 

; 
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Тут 2,1γ  – корені характеристичного рівняння 
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Тоді розв’язок задачі Коші (20)–(23) матиме вигляд 
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Тут 2 2 2i i

t i mibη η λ β= + + . 

 
Визначимо головні розв’язки крайової задачі (12)-(16): 
а) функції Ґріна 
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б) фундаментальні функції Коші 
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У результаті розв’язок крайової задачі (12)-(16) набуде вигляду 
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Визначимо головні розв’язки крайової задачі (1)-(8): 
а) функції Ґріна 
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б) фундаментальні функції Коші 
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У результаті нескладних математичних перетворень 

розв’язок крайової задачі (1)-(8) остаточно набуде вигляду 
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Чисельне моделювання на ЕОМ. Розроблену математичну модель автори 
реалізували у вигляді пакета прикладних програм. На рис. 2–5 показані результати 
графічного моделювання, що демонструють кінетику перебігу процесу.  

На рис. 2 зображено використовувані при чисельному моделюванні 
експериментальні концентраційні розподіли в неоднорідній магнентній мультишаровій 
Dy/Fe-наноструктурі товщиною 10 нм.  
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На рис. 3 показано отриманий у результаті реалізації процедури зворотної задачі 
розподіл коефіцієнтів дифузії диспрозію Dy для даного мультишару. Як бачимо з 
рис. 3, даний розподіл певною мірою відображає неоднорідність уздовж координати 
товщини по напрямку переносу, що відповідає експериментальному концентраційному 
розподілу (рис. 2). 
 Використовуючи отриманий коефіцієнтний розподіл та аналітичний розв’язок 
моделі, проведено порівняльний аналіз експериментального й модельного розподілу 
(рис. 4). Як бачимо з рис. 4, криві експериментального й модельного розподілів із 
достатньою для технологічних застосувань точністю узгоджуються між собою. 
Максимальне значення величини відносної похибки не перевищує 5–7 відсотків. 
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Рисунок 2. Еекспериментальні концентраційні розподіли в магентних мультшарових Dy/Fe-

наноструктурах 
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Рисунок 3. Розподіл коефіцієнта дифузіі для Dy 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

20

40

60

80

100
100

0

C Dy_model t z,( )

Dyk

9.00.1 z lk,  
Рисунок 4. Порівняльний аналіз експериментального і модельного Dy-концентраційних розподілів 
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Рисунок 5. Динаміка залежності концентраційних розподілів уздовж координати товщини 
мультишару та приведеного часу 

 
Рис. 5 відображає динаміку зміни концентрацій від приведеного часу (реальний 

час помножений на коефіцієнт дифузії DyD tτ = ). Як бачимо з рис. 5, при 20τ = уже 

практично спостерігаємо збіжність до крайової умови, де заданий експериментальний 
концентраційний розподіл. При наближенні до нуля спостерігаємо повільне зменшення 
концентраційного розподілу. 

 

Висновки. Методом інтеґральних перетворень Фур’є з n-точками спряження 
побудовано математичну модель процесів дифузійного переносу в багатошарових 
магнітних напівобмежених середовищах. Побудовано головні розв’язки задачі (функції 
впливу умов) та точний розв’язок такої змішаної крайової задачі. Показано умови їх 
збіжності. Виконано числове моделювання дифузійного переносу для неоднорідного 
магнентного мультишарового Dy/Fe-середовища та проведено адекватність моделі за 
результатами натуpних експериментів. 
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